Propddeutikum Mathematik Universitdt Oldenburg
04.10.-07.10.2021 Losungen zu Ubungszettel 5 — Beweismethoden

5.1 (a) Beweisen Sie direkt: n? + n ist fiir beliebige natiirliche Zahl n gerade.

Losung: Beweis (direkt): Mit Fallunterscheidung:

1. Fall: n gerade, also n = 2k (wobei k € N)
Damit: n? +n = (2k)2 42k = 2(2k% + k)
Da (2k? + k) € N, ist 2(2k? + k) gerade.

2. Fall: n ungerade, also n = 2k + 1 (wobei k € N)
Damit: n2 +n = (2k+1)2+2k+1 = 2(2k* + 3k + 1)
Da (2k? + 3k 4+ 1) € N, ist 2(2k? + 3k + 1) gerade. O

(b) Beweisen Sie durch Kontraposition: Ist fiir zwei natiirliche Zahlen m und n das Produkt m - n
gerade, dann ist m gerade oder n gerade.

Losung: Beweis (durch Kontraposition): Zu Zeigen ist ~B = — A, also:

—(m gerade V n gerade ) = —(m - n gerade )

< mungerade A n ungerade = m - n ungerade

Damit: m ungerade: m = 2k + 1, n ungerade: n = 2] + 1
Esfolgt:m-n=2k+1)- (20 +1) =4kl +2k+2l+1=2- 2kl +k+1)+1

Da 2 - (2kl + k + ) durch 2 teilbar, also gerade ist 2 - (2kl + k + 1) + 1 ungerade. O

(c) Beweisen Sie durch Widerspruchsbeweis: Ist n? gerade, so ist n gerade (wobei n € N).

Losung: Beweis (durch Widerspruch): Zeige A A -B — 1:

Gehe also aus von — B, also n ungerade.

Dannistn = 2k + Lund n? = (2k + 1)(2k + 1) = 4k + 4k + 1

Da 4k? + 4k gerade, ist 4k? + 4k + 1 ungerade. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme und
damit ist die Behauptung gezeigt. g

(d) Finden Sie ein Gegenbeispiel: 3n +9 > n? (wobein € N)

Losung: Gegenbeispiel:

(Die Behauptung gilt nur fiir n < 4.)

Fiirn =5gilt3n +9 =3 -5+ 9 = 24 < 25 = n?, d. h. die obige Ungleichung wird nicht
erfiillt. U

(e) Finden Sie ein Gegenbeispiel: Wenn n gerade, dann ist n? + 2 durch 3 teilbar. (n € N)




Losung: Gegenbeispiel: n = 6: n? +2 = 36 + 2 = 38.

3 teilt allerdings nicht 38, weswegen die Annahme widerlegt ist.
ODER: n=0:n?+2=0+2=2.

3 teilt allerdings nicht 2, weswegen die Annahme widerlegt ist.

5.2 Konnen Sie die im folgenden gegebenen Aussagen direkt, durch Kontraposition oder durch einen Wi-
derspruchsbeweis beweisen, oder konnen Sie ein Gegenbeispiel finden? Falls die Aussage beweisbar
ist, filhren Sie einen Beweis mit beliebiger Methode durch, falls nicht, geben Sie ein Gegenbeispiel
an.

(a) Istdie natiirliche Zahl m ungerade, so ist m? + 7 durch 8 teilbar.

Losung: Beweis (direkt): /m ungerade, also: m = 2k + 1 (wobei k& € N).
Damit: m2+7 = (2k+1)2+7 = 4k>+4k+1+7 = 4k>+ 4k + 8
8 ist durch 8 teilbar, daher betrachte nur noch 4k2 + 4k:

4k% + 4k = 4(k®> 4+ k)

Durch 5.2? ist bekannt, dass (k% + k) gerade ist, also: (k* + k) =2 -z
Damit: 4(k* + k) =4-2-2 =8 -z a

(b) Zusatzaufgabe: Sein € N: Y i = n("2+1)
i=0

Losung: Beweis (direkt):

kurze Variante (ohne Fallunterscheidung):
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Die Null ist irrelevant und wird daher im Folgenden weggelassen.
Schreibe die Summe untereinander aus (die zweite riickwérts).

n
2-) i=14+2+--+(n—1)+n
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Bilde Paare aus den iibereinander stehenden Summanden. Jedes Paar hat die Summe




n+ 1:

I+n =n+1
24 (n—1)=n+1
3+ (n—2)=n+1

Es gibt (wenn die O nicht beriicksichtigt wird) n Paare, also gilt:

Z-ii:n-(njtl) |:2

g

Anmerkung: Wenn 0 mit beriicksichtigt wird, gibt es (n 4 1) Paare die jeweils die
Summe n haben.

lingere Variante (mit Fallunterscheidung):
Es ist gegeben: iz’zO—i—l—l—Q—i—...—i—(n—l)—i—n.
Die Null ist irreig\(/)ant und wird daher im Folgenden weggelassen.
Fiihre nun eine Fallunterscheidung durch (oder anderer Weg s. u.):

1. Fall: n gerade: Die Summe enthilt eine gerade Anzahl Summanden. Bilde Paare:

14+n =n+1
24n—1=n+1
3+4n—2=n+1

Es gibt & solcher Paare, alsoist (n+1)-5 = % das Ergebnis der Summe.
2. Fall: n ungerade: Die Summe enthilt eine ungerade Anzahl Summanden. Bilde
Paare:
14+n =n+4+1

24n—1=n+1
3+n—2=n+1

n+1

Es gibt 5= L solcher Paare, aber der mittlere Summand bleibt alleine. also ist

hier (n+1) alyntl = n("H) das Ergebnis der Summe




