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Mengen

De

n 2.1: Meng

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlun-
terschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem

Ganzen.
Diese Objekte m nennen wir Elemente von M und schreiben kurzz m € M (,m ist
Element aus M ). Um auszudriicken, dass ein Element x nicht in M enthalten ist,

wird x ¢ M geschrieben.
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Darstellung von Mengen

» aufzdhlende Schreibweise
J = {Friihling, Sommer, Herbst, Winter}
» elliptische Schreibweise
$=1{2,3,4,...,12}

» beschreibende Schreibweise

M = {Objekte m m erfiillt eine logische Aussage}
-

7fiir die gilt””’
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Venn-Diagramme

A={23} B={35 Q={23,45}

Q 4

Figure 1: Venn-Diagramm mit zwei Mengen
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Machtigkeit

Definition 2.5: Machtigkeit

Sei M eine endliche Menge. Die Anzahl der Elemente (oder auch Machtigkeit oder
Betrag) dieser Menge ist definiert als:

#(M) := |M| := Anzahl der Elemente von M

Beispiele:
> 4 = |{173>577}| = |{17 173757575777 7}|
> 0= 0]
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Wichtige Menge von Zahlen

Definition 2.2: Leere Menge

Die Leere Menge enthélt keine Elemente und wird als { } oder () geschrieben.

» Die natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,3,...}

» Die ganzen ZahlenZ = {...,—2,-1,0,1,2,...}

> Die rationalen Zahlen Q = {2 |a€ Z,b e Z\ {0} }

> Die reellen Zahlen R = {3"}____ax-10* | n € Z,a, € {0,1,...,9}}
» Die komplexen Zahlen C={a+1i-b|a,be R}
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Zahlenmengen
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Pradikatenlogik

» Aussagen iiber Mengen wiinschenswert

Seite 9 Mengenlehre
September 19, 2023 Mandy Mischke — Fachschaft Informatik




Universitat
Oldenburg

Pradikatenlogik

» Aussagen iiber Mengen wiinschenswert

> Aussagen liber Mengen beschreiben Eigenschaften der Elemente oder
Enthaltenseinsbeziehung
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Pradikatenlogik

» Aussagen iiber Mengen wiinschenswert

> Aussagen liber Mengen beschreiben Eigenschaften der Elemente oder
Enthaltenseinsbeziehung

» Beschreibung mithilfe von Quantoren
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Quantoren

Allquantor: Um auszudriicken, dass eine Eigenschaft E fiir alle Elemente einer Menge gilt
wird der Allquantor ¥V genutzt:

Vx € M : E(x)
(,,Fir alle Elemente x in M gilt Eigenschaft E. ")

Existenzquantor: Um auszudriicken, dass eine Eigenschaft fiir mindestens ein Element einer
Menge zutrifft wird der Existenzquantor 3 genutzt:

Ix e M : E(x)
(,,Es existiert ein Element x in M, fiir das die Eigenschaft E gilt. *)
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Negation

Eine quantifizierte Aussage kann negiert werden, indem der jeweils andere Quantor
verwendet und die Eigenschaft negiert wird:

—(Vx : x hat Eigenschaft E) < 3x : x hat nicht Eigenschaft E
—(3x : x hat Eigenschaft E) < Vx : x hat nicht Eigenschaft E
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Verwendung von mehreren Quantoren

» Verwendung mehrerer Quantoren moglich
» Reihenfolge der Quantoren ist fiir Bedeutung der Aussage entscheidend

Beispiele:
» Fir alle natiirlichen Zahlen existiert eine natiirliche Zahl, die groBer ist.
VvneNdImeN:n<m
» Es existiert eine natiirliche Zahl, fiir die alle natiirlichen Zahlen groBer sind.
JneNVmeN:n<m
» Alle rationalen Zahlen lassen sich als Bruch aus einer ganzen und einer natiirlichen Zahl

ohne Null darstellen. 5
VqEQEIzEZEInGN\{O}:q:E
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Relationen zwischen Mengen

Definition 2.6: Teilmenge

Seien M, , N zwei Mengen, dann ist M genau dann eine Teilmenge von N, wenn jedes
Element der Menge M auch ein Element der Menge N ist:

MCN:sVmeM: meN
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Relationen zwischen Mengen

Lemma 2.7: Leere Menge als Teilmenge

Die leere Menge ist Teilmenge einer jeden Menge. Fiir jede Menge M gilt also @ C M.

Lemma 2.8: Transitivitat fiir Teilmengen

Seien A, B, C Mengen und gelte AC B und B C C.
Dann gilt AC C.
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Relationen zwischen Mengen

Definition 2.9: Gleichheit von Mengen

Seien M, N zwei Mengen. Wir nennen die Mengen M und N gleich, wenn fiir alle
Elemente gilt, dass sie genau dann in M enthalten sind, wenn sie auch in N enthalten
sind:

M=N:&Vx:xeMsxeN
Die Gleichheit von Mengen kann auch unter Benutzung der Teilmengenrelation
definiert werden: Wir nennen die Mengen M und N gleich, wenn sowohl M eine
Teilmenge von N als auch N Teilmenge von M ist.

M=N:<sMCNund NCM

Mengenlehre
Mandy Mischke — Fachschaft Informatik



U
Oldenburg

Potenzmenge

Definition 2.10: Potenzmenge

Sei M eine Menge. Die Potenzmenge der Menge M ist diejenige Menge P(M), deren
Elemente genau samtliche Teilmengen der Menge M sind.
Schreibe:  P(M):={N|N C M}
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Mengenoperationen - Differenz

Definition 2.11: Differenz

Seien M, N Mengen. Die Differenz M\ N ( ,M ohne N “), ist diejenige Teilmenge
von M, welche genau die Elemente von M enthilt, die nicht in der Menge N sind.

Schreibe: M\ N:={m|meMAm¢N}
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Mengenoperationen - Vereinigung

Definition 2.12: Vereinigung

Seien M, N Mengen. Die Vereinigung MU N (,, M vereinigt (mit) N ) enthalt genau
die Elemente, die in mindestens einer der Mengen M und N vorkommen.
Schreibe:  MUN:={m|me MV me N}
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Mengenoperationen - Schnitt

Definition 2.13: Schnitt

Seien M, N Mengen. Der Schnitt M N N (,, M geschnitten (mit) N “) ist diejenige
Menge, welche aus genau den Elementen besteht, welche sowohl in M als auch in N

enthalten sind.
Schreibe:  MNN:={m|meMAme N}
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Mengenoperationen - Komplement

Definition 2.14: Komplement

Sei M eine Teilmenge einer Menge Q. Das Komplement M® = M der Menge M
(beziiglich der Menge 2) besteht aus allen iibrigen, nicht in M enthaltenen Elementen

von Q. o
Schreibe: M :=M:=Q\ M .
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Eigenschaften

Lemma 2.15: Eigenschaften

Seien A, B, C Mengen. Dann gilt:

Kommutativgesetze: ANB=BNA
AUB=BUA
Assoziativgesetze: (AnNB)NC=ANn(BNC)
(AuB)UC=AU(BUC)
Distributivgesetze: (AnB)UC=(AuC)n(BUC)

(AuB)NC=(ANnC)U(BNC)
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Eigenschaften

Lemma 2.15: Eigenschaften

Seien A, B, C Mengen. Dann gilt:
Regeln von de Morgan: ANB=AUB
AUB=ANB
Absorbtionsregeln: AN(AUB)=A
AU(ANB)=A
Doppelnegation: —A=A
Kontraposition: (AC B)& (BcCA)
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