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Grundbegriffe

Definition, Satz, Axiom, Korollar, Lemma, Behauptung
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Grundbegriffe

Definition, Satz, Axiom, Korollar, Lemma, Behauptung

Definition Vergabe von Namen oder Abkiirzungen
Axiom nicht zu beweisende Grundaussagen einer Theorie
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Grundbegriffe

Definition, Satz, Axiom, Korollar, Lemma, Behauptung

Definition Vergabe von Namen oder Abkiirzungen
Axiom nicht zu beweisende Grundaussagen einer Theorie

Satz eine Aussage in einer Theorie, die mithilfe der Axiome oder bereits
bewiesenen Satze bewiesen wurde

Seite 3
September 19, 2023

Beweismethoden

Lasse Heckelmann — Fachschaft Informatik



Universitat
Oldenburg

Grundbegriffe

Definition, Satz, Axiom, Korollar, Lemma, Behauptung

Definition Vergabe von Namen oder Abkiirzungen
Axiom nicht zu beweisende Grundaussagen einer Theorie

Satz eine Aussage in einer Theorie, die mithilfe der Axiome oder bereits
bewiesenen Satze bewiesen wurde
ein technisches Hilfsresultat von untergeordneter Bedeutung (auch

Lemma " Hilfssatz")
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Grundbegriffe

Definition, Satz, Axiom, Korollar, Lemma, Behauptung

Definition Vergabe von Namen oder Abkiirzungen

Axiom nicht zu beweisende Grundaussagen einer Theorie

Satz eine Aussage in einer Theorie, die mithilfe der Axiome oder bereits
bewiesenen Satze bewiesen wurde

Lemma ein technisches Hilfsresultat von untergeordneter Bedeutung (auch

"Hilfssatz")

Korollar ein Satz, der aus einem anderen Satz einfach folgerbar ist
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Grundbegriffe

Definition, Satz,

Definition

Axiom

Satz

Lemma

Korollar

Behauptung

Beweismethoden

Axiom, Korollar, Lemma, Behauptung

Vergabe von Namen oder Abkiirzungen
nicht zu beweisende Grundaussagen einer Theorie

eine Aussage in einer Theorie, die mithilfe der Axiome oder bereits
bewiesenen Satze bewiesen wurde

ein technisches Hilfsresultat von untergeordneter Bedeutung (auch
"Hilfssatz")

ein Satz, der aus einem anderen Satz einfach folgerbar ist

mathematische Aussage deren Giiltigkeit (noch) nicht bewiesen
ist
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Was ist ein Beweis?

Ein Beweis ist eine genaue und liickenlose Begriindung einer Aussage.

Allgemeine Struktur bei Beweisen:

Vorraussetzung;: Es gelte bereits Aussage A.
Behauptung: Aussage B gilt.
Beweis: Zeige, dass A = B gilt. Da Aussage A nach Vorraussetzung wahr

ist, muss durch die Implikation dann also auch Aussage B wahr
sein.
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Direkter Beweis

» Direkte Herleitung einer Aussage aus einer anderen Aussage
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Direkter Beweis

» Direkte Herleitung einer Aussage aus einer anderen Aussage
» Wenn A gilt, dann gilt auch B

Seite 5 Beweismethoden
September 19, 2023 Lasse Heckelmann — Fachschaft Informatik




[Jniversitét
Oldenburg

Direkter Beweis

» Direkte Herleitung einer Aussage aus einer anderen Aussage
» Wenn A gilt, dann gilt auch B
» .. .oder in der Syntax der Aussagenlogik:
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Direkter Beweis

» Direkte Herleitung einer Aussage aus einer anderen Aussage
» Wenn A gilt, dann gilt auch B

» .. .oder in der Syntax der Aussagenlogik:
A= B

Seite 5 Beweismethoden
September 19, 2023 Lasse Heckelmann — Fachschaft Informatik




Oldenburg

Direkter Beweis

» Direkte Herleitung einer Aussage aus einer anderen Aussage
» Wenn A gilt, dann gilt auch B

» .. .oder in der Syntax der Aussagenlogik:
A= B

» Darstellung als Wahrheitswerttafel:

Al B| A=B
f f w
flw w
w | f f
w | w w
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Direkter Beweis
Einfaches Beispiel

Zeige: Fiir Mengen M, N, S gilt: MN(NUS)=(MNN)U(MnNS)
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Direkter Beweis
Einfaches Beispiel

Zeige: Fiir Mengen M, N, S gilt: MN(NUS)=(MNN)U(MnNS)

Vorraussetzung:

Behauptung:

Beweis:

Seite 6 Beweismethoden
September 19, 2023 Lasse H

Fachschaft Informatik




[Jnlversltat
Oldenburg

Direkter Beweis
Einfaches Beispiel

Zeige: Fiir Mengen M, N, S gilt: MN(NUS)=(MNN)U(MnNS)

Vorraussetzung;: Seien M, N, S beliebige Mengen.

Behauptung:

Beweis:
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Direkter Beweis
Einfaches Beispiel

Zeige: Fiir Mengen M, N, S gilt: MN(NUS)=(MNN)U(MnNS)

Vorraussetzung;: Seien M, N, S beliebige Mengen.

Behauptung;: Esgilt MN(NUS)=(MNN)U(MNS).

Beweis:
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Direkter Beweis
Einfaches Beispiel

Zeige: Fiir Mengen M, N, S gilt: MN(NUS)=(MNN)U(MnNS)

Vorraussetzung;: Seien M, N, S beliebige Mengen.

Behauptung;: Esgilt MN(NUS)=(MNN)U(MNS).
Beweis: Siehe Tafel
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Direkter Beweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: Vn € N:3|n+ (n+ 1)+ (n+ 3)
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Direkter Beweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: Vn € N:3|n+ (n+ 1)+ (n+ 3)
Vorraussetzung:

Behauptung:

Beweis:
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Direkter Beweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: Vn € N:3|n+ (n+ 1)+ (n+ 3)
Vorraussetzung: Sei n € N beliebig.

Behauptung:

Beweis:
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Direkter Beweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: Vn € N:3|n+ (n+ 1)+ (n+ 3)
Vorraussetzung: Sei n € N beliebig.
Behauptung;: Es gilt 3|n+ (n+ 1) + (n + 3).

Beweis:
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Direkter Beweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: Vn € N:3|n+ (n+ 1)+ (n+ 3)

Vorraussetzung: Sei n € N beliebig.

Behauptung;: Es gilt 3|n+ (n+ 1) + (n + 3).
Beweis: Siehe Tafel
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Kontraposition

» Nutzung der Aquivalenz:

(A= B) & (=B = —A)
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Kontraposition

» Nutzung der Aquivalenz:

(A= B) & (=B = —A)
» —B = -Agilt also gdw. A= B
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Kontraposition

» Nutzung der Aquivalenz:

(A= B) & (=B = —A)
» —B = -Agilt also gdw. A= B
» Statt A = B zu zeigen reicht es also =B = —A zu zeigen
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Kontraposition

» Nutzung der Aquivalenz:

(A= B) & (=B = —A)
» —B = -Agilt also gdw. A= B
> Statt A = B zu zeigen reicht es also =B = —A zu zeigen
» Darstellung als Wahrheitswerttafel:

A| B|A=B | -B=-A
f f w w
f|lw w w
w | f f f
w | w w w
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Kontrapositionsbeweis
Einfaches Beispiel

Zeige: Vp € P : p ungerade = p > 2
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Kontrapositionsbeweis

Einfaches Beispiel

Zeige: Vp € P : p ungerade = p > 2
Vorraussetzung;:

Behauptung:

Beweis:
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Kontrapositionsbeweis

Einfaches Beispiel

Zeige: Vp € P : p ungerade = p > 2
Vorraussetzung;: Sei pe P mit p < 2.

Behauptung:

Beweis:
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Kontrapositionsbeweis

Einfaches Beispiel

Zeige: Vp € P : p ungerade = p > 2
Vorraussetzung;: Sei pe P mit p < 2.

Behauptung: p ist nicht ungerade

Beweis:
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Kontrapositionsbeweis
Einfaches Beispiel

Zeige: Vp € P : p ungerade = p > 2

Vorraussetzung;: Sei pe P mit p < 2.

Behauptung: p ist nicht ungerade
Beweis: Siehe Tafel
Seite 9 Beweismethoden

September 19, 2023 Lasse Heckelmann — Fachschaft Informatik



Universita
Oldenburg

Kontrapositionsbeweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: Wenn zwei natiirliche Zahlen m und n aufeinander folgen, dann sind sie teilerfremd.
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Kontrapositionsbeweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: Wenn zwei natiirliche Zahlen m und n aufeinander folgen, dann sind sie teilerfremd.

Vorraussetzung:
Behauptung:

Beweis:
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Kontrapositionsbeweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: Wenn zwei natiirliche Zahlen m und n aufeinander folgen, dann sind sie teilerfremd.

Vorraussetzung: dk >2: klmA k|n
Behauptung:

Beweis:
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Kontrapositionsbeweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: Wenn zwei natiirliche Zahlen m und n aufeinander folgen, dann sind sie teilerfremd.
Vorraussetzung: dk >2: klmA k|n
Behauptung: |[m—n|#1

Beweis:
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Kontrapositionsbeweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: Wenn zwei natiirliche Zahlen m und n aufeinander folgen, dann sind sie teilerfremd.
Vorraussetzung: dk >2: klmA k|n
Behauptung: |[m—n|#1

Beweis: Siehe Tafel
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Widerspruchsbeweis

» Nutzung der Aquivalenz:

(A=B)< (AN-B=1)
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Widerspruchsbeweis

» Nutzung der Aquivalenz:

(A=B)< (AN-B=1)
» AAN-B = 1 gilt also gdw. A= B
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Widerspruchsbeweis

» Nutzung der Aquivalenz:

(A=B)< (AN-B=1)

» AAN-B = 1 gilt also gdw. A= B
» Statt A = B zu zeigen reicht es also AA =B = 1 zu zeigen
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Widerspruchsbeweis

» Nutzung der Aquivalenz:

(A=B)< (AN-B=1)
» AAN-B = 1 gilt also gdw. A= B
» Statt A = B zu zeigen reicht es also AA =B = 1 zu zeigen
» Darstellung als Wahrheitswerttafel:
A=B | - B=-A| AA-B= 1

w w w

SIS (D>
S D

| ™
T2
|2
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Widerspruchsbeweis — Vorgehen

1. Annahme: Vorraussetzung A und Negation der Behauptung —B sind beide wahr
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Widerspruchsbeweis — Vorgehen

1. Annahme: Vorraussetzung A und Negation der Behauptung —B sind beide wahr

2. Leite aus der Vorraussetzung A und der negierten Behauptung =B einen Widerspruch
her
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Widerspruchsbeweis — Vorgehen

1. Annahme: Vorraussetzung A und Negation der Behauptung —B sind beide wahr

2. Leite aus der Vorraussetzung A und der negierten Behauptung =B einen Widerspruch
her

3. Schlussfolgerung: Da die Vorraussetzung wahr ist und unsere Herleitung des
Widerspruchs ebenfalls fehlerfrei ist, muss die negation der Behauptung —B bereits
falsch gewesen sein. Es gilt somit, dass =B falsch ist und somit muss B wahr sein
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Widerspruchsbeweis — Vorgehen

1. Annahme: Vorraussetzung A und Negation der Behauptung —B sind beide wahr

2. Leite aus der Vorraussetzung A und der negierten Behauptung =B einen Widerspruch
her

3. Schlussfolgerung: Da die Vorraussetzung wahr ist und unsere Herleitung des
Widerspruchs ebenfalls fehlerfrei ist, muss die negation der Behauptung —B bereits
falsch gewesen sein. Es gilt somit, dass =B falsch ist und somit muss B wahr sein
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Widerspruchsbeweis — Vorgehen

1. Annahme: Vorraussetzung A und Negation der Behauptung —B sind beide wahr
2. Leite aus der Vorraussetzung A und der negierten Behauptung =B einen Widerspruch
her

3. Schlussfolgerung: Da die Vorraussetzung wahr ist und unsere Herleitung des
Widerspruchs ebenfalls fehlerfrei ist, muss die negation der Behauptung —B bereits
falsch gewesen sein. Es gilt somit, dass =B falsch ist und somit muss B wahr sein

(A= B) & —(AA-B)
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Widerspruchsbeweis — Bildhaft

Puase] PHasE2 PHase3

negiere die 9 Profit
Behauptung B 0

Seite 13 Beweismethoden
September 19, 2023 Lasse Heckelmann — Fachschaft Informatik




Oldenburg

Widerspruchsbeweis
Einfaches Beispiel

Zeige: Es gibt keine groBte natiirliche Zahl.
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Widerspruchsbeweis
Einfaches Beispiel

Zeige: Es gibt keine groBte natiirliche Zahl.

Vorraussetzung:
Behauptung:
Annahme:

Beweis:

Seite 14 Beweismethoden
September 19, 2023 Lasse Heckelmann — Fachschaft Informatik




U
Oldenburg

Einfaches Beispiel

Vorraussetzung:

Behauptung:

Annahme:

Beweis:

Seite 14 Beweismethoden
September 19, 2023 Lasse Heckelmann — Fachschaft Informatik

Widerspruchsbeweis

Zeige: Es gibt keine groBte natiirliche Zahl.

Seine Ndanngilt n+1€N.
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Widerspruchsbeweis
Einfaches Beispiel

Zeige: Es gibt keine groBte natiirliche Zahl.

Vorraussetzung: Seine Ndanngilt n+1€N.
Behauptung: —JdkeZVNIeZ:k>1
Annahme:

Beweis:
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Widerspruchsbeweis
Einfaches Beispiel

Zeige: Es gibt keine groBte natiirliche Zahl.

Vorraussetzung: Seine Ndanngilt n+1€N.

Behauptung: —JdkeZVNIeZ:k>1
Annahme: dkeZNleZ: k>1
Beweis:
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Widerspruchsbeweis

Einfaches Beispiel

Zeige: Es gibt keine groBte natiirliche Zahl.

Vorraussetzung: Seine Ndanngilt n+1€N.

Behauptung: —JdkeZVNIeZ:k>1
Annahme: dkeZNleZ: k>1
Beweis: Siehe Tafel
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Widerspruchsbeweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: -Im,n € Z : 28m + 42n = 100
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Widerspruchsbeweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: -Im,n € Z : 28m + 42n = 100

Behauptung:
Annahme:

Beweis:
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Widerspruchsbeweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: -Im,n € Z : 28m + 42n = 100

Behauptung: —dm,n € 7Z :28m+ 42n = 100
Annahme:

Beweis:
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Widerspruchsbeweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: -Im,n € Z : 28m + 42n = 100

Behauptung: —dm,n € 7Z :28m+ 42n = 100
Annahme: dm,ne Z:28m+ 42n =100
Beweis:
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Widerspruchsbeweis
Komplexeres Beispiel

Zeige: -Im,n € Z : 28m + 42n = 100

Behauptung: —dm,n € 7Z :28m+ 42n = 100
Annahme: dm,ne Z:28m+ 42n =100
Beweis: Siehe Tafel
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Erganzungen

» Existenzaussagen konnen durch Angabe eines Elementes bewiesen werden

» Bei Eindeutigkeitsaussagen nimmt man die Existenz von zwei unterschiedlichen
Elementen an und zeigt deren Gleichheit
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