11 Schulmathematik Il

Zwei der zentralsten Themen, wenn nicht sogar die zentralsten Themen der Schulana-
lysis, sind die Differential- und Integralrechnung. Beiden m6chten wir uns in diesem
Kapitel widmen, um die Kenntnisse aus der Schule in unsere Erinnerung zu rufen
und um sicher mit den entsprechenden Methoden der Themengebiete umgehen zu
kénnen.

11.1 Differentialrechnung

Beginnen wir mit der Betrachtung der Differentialrechnung. Ihre typischen Anwen-
dungsgebiete sind die Berechnungen von Anderungsraten, Approximationen oder von
Extremstellen.

Eine ausfiihrliche Definition und Diskussion kann nur die Analysis-Vorlesung leisten,
denn zur addquaten und formal korrekten Auseinandersetzung fehlen uns leider noch
einige Werkzeuge. In der Vorlesung bleibt dann aber fiir das Einiiben von Rechen-
routinen und die Auseinandersetzung mit verschiedenen Bedeutungen (z.B. von Ab-
leitungen) nur wenig Zeit. Ziel dieses Kapitels sind deshalb die Auseinandersetzung
mit den zentralen Interpretationen der Ableitung auf anschaulicher Ebene, sowie die
Wiederholung und Ubung der Rechentechniken.

11.1.1 Ableitungen anschaulich
Als erstes geben wir eine Arbeitsdefinition, die flir unsere Zwecke vorerst ausreicht:

Definition 11.1
Die Ableitung f’ zu einer Funktion f ist diejenige Funktion, die an jeder Stelle zy aus

dem Definitionsbereich von f die Steigung (oder auch momentane Anderungsrate)
der Funktion angibt. Wir sagen, dass f’(x¢) die Steigung der Funktion f in xq ist.

Diesen Aspekt der Steigung bzw. der Anderungsrate aus der Definition wollen wir
uns nun in Abbildung erst einmal geometrisch vor Augen fiihren.

Die Suche nach der Steigung einer Funktion an einer Stelle z¢ fiihrt uns unweigerlich
iiber Sekantensteigungen in einer gewissen Umgebung um die Stelle x.

Analytisch beschreibt der Quotient
f(zo + Az) — f(wo)
Ax

die Steigung der Sekante durch die Punkte (xg, f(z0)) und (xo + Az, f(xo + Az)),
wie auch auf der obigen Abbildung zu sehen ist. Der Quotient spiegelt nichts
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xo o + Ax

Abbildung 11.1: Geometrische Interpretation der Ableitung

anderes wieder als ein Steigungsdreieck, wie es z.B. bei den linearen Funktionen zur
Bestimmung der Steigung eingesetzt wird.

Anschaulich berechnen wir die Steigung an der Stelle xg dadurch, dass wir Az immer
kleiner werden lassen und sich die Sekanten dadurch immer mehr der Tangente an f
an der Stelle zg anndhern.

In der Schule wird der Ableitungsbegriff vermehrt auch mit der lokalen Anderungs-
rate oder der Momentangeschwindigkeit in Verbindung gebracht. Die lokale Ande-
rungsrate ist nichts anderes als eine Modellgroke, die zur Beschreibung des Ande-
rungsverhaltens einer Funktion eingesetzt wird (und das eben oftmals am Beispiel
der Geschwindigkeit, wie auch in folgender Tabelle).

f (o) Zuriickgelegter Weg zum Zeitpunkt xg
flxo+ Az) — f(x0) Zuriickgelegter Weg in der Zeit von xg bis xg + Ax
f(@o+ AAQ — Jl@o) Durchschnittsgeschwindigkeit im Zeitintervall [zg, 29 + Az]
1 (o) Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt xg

Zur Bestimmung der Momentangeschwindigkeit berechnen wir dementsprechend die
passenden Durchschnittsgeschwindigkeiten in immer kleiner werdenden Zeitinterval-
len. Das entspricht anschaulich wiederum genau dem bereits eben beschriebenen
Ubergang von der Sekantensteigung zur Tangentensteigung.

11.1.2 Ableitungsregeln

Zuriick zu den Ableitungen als solche. Im Folgenden geht es jetzt vermehrt um die
Einiibung von Rechenroutinen und auch um das Verstdndnis der Ableitungsregeln.
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Die folgende Tabelle beinhaltet die Ableitungen der wichtigsten elementaren Funk-
tionen, auf die wir im Vortrag und auch in der Ubung einige Male zuriickgreifen

werden.

f(z) | f'(z)
1 0
T 1
x? 2x
0 axa—l
1
x [
NG
e e
1
Inxz —
x
sin x CcoS T
cosx | —sinx

Die Liste erhebt natiirlich keinen Anspruch auf Vollstédndigkeit (und insbesondere
die letzten vier Funktionen werden an spéterer Stelle noch ausfiihrlich behandelt),
geniigt aber fiir unsere Zwecke. Denn mithilfe der folgenden Ableitungsregeln ist es
uns moglich auch die Ableitungen komplizierter Funktionen aus den Ableitungen der
elementaren Funktionen zu berechnen.

Satz 11.2 (Ableitungsregeln)
Seien f, g zwei (differenzierbare) Funktionen und k& € R. Dann gilt:

L(fxg)=f+¢ Summenregel

2. (k- f)Y =k-f Faktorregel

3. (f-9)=f-9+f-¢ Produktregel
/ /B Y |

4. (i;) = fgngg’ Quotientenregel

falls g(x) # 0 fiir alle  im Definitionsbereich.

Auch wenn wir hier keinen Beweis fiihren, so werden wir die Produkt- und Quotien-
tenregel spater im Kapitel und in der Ubung noch nachweisen.

Beispiele: Mithilfe der elementaren Ableitungen und den Ableitungsregeln kénnen
wir uns nun ein paar schwierigeren Beispielen widmen.

1. Es gilt:

(325 + 22 4 cosz) = (32°) 4 (22)" + (cosz)’ = 1521 + 2 —sinz
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2. Es gilt:

(523 — 22)(22)) = (52> — 2x)' - 22 + (52 — 22) - (2z)
= (1522 — 2) - 22 + (5a® — 22) - 2
=302 — 42 + 102° — 4z
= 402% — 8z

3. Es gilt:

x /_(a:)"(1+:c2)—:1:'(1+x2)’
(1—1—3:2> N (14 22)2
1-(1+2%) -2 22

(14 22)2
2

l1—=z
(14 22)2

4. Es gilt:

cos? z

sinz\’ (sinz) -cosz —sinz - (cosz)
cos

(tanz) = <

cosz - cosx —sinx - (—sinz)

cos? x
cos? z + sin? x 9
=—— % ——=1+tan"z
cos? x

Mithilfe des trigonometrischen Pythagoras, der besagt, dass cos? z +sin®x = 1

fiir alle z € R gilt, erhalten wir als Ableitung des Tangens auch noch den

alternativen Ausdruck )

cos?z

(tanz) =

Neben den bereits besprochenen Verkniipfungen behandeln wir nun noch eine weitere
Art: die Komposition. Hier ein paar Beispiele.
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Beispiele:

1. Seien f(x) = 2® und g(z) = cos(z). Dann ist
(9o f)(x) = g(f(x)) = cos(z’)
2. Seien f(z) = 22 und g(x) = x + 1. Dann ist
(fog)(z) = flg(x)) = (x+1)* =2 + 20+ 1

Auch fiir diesen Typ von Funktionen steht eine Ableitungsregel zur Verfiigung. Wir
werden sehen, dass diese Regel sehr méchtig ist.

Satz 11.3 (Kettenregel)

Fiir die Komposition zweier Funktionen f und g gilt:

(o )@ = df) - [

dufere Ableitung innere Ableitung

Auf den Beweis der Kettenregel verzichten wir an dieser Stelle, geben aber auch hier
ein Beispiel:

Beispiel: Seien f(z) = 2% und g(z) = sin .
Wir berechnen die Ableitung von g o f = sin(z?). Es ist

(sin(z?)) = (g0 f) = ¢'(f(x)) - f'(x) = cos(a?) - 2.

Wie bereits erwahnt ist die Kettenregel sehr méchtig. So lassen sich zum Beispiel
sowohl die Produkt- als auch die Quotientenregel mithilfe der Kettenregel (elegant)
herleiten, was an dieser Stelle aber nicht ndher betrachtet werden soll.

Zum Abschluss der Differentialrechnung betrachten wir noch ein Beispiel, wie sich
Funktionen zum Teil sehr elegant mit der Kettenregel ableiten lassen. Es kann also
sehr zeitsparend sein die Kettenregel anzuwenden, bevor man ,blind“ Klammern
auflost.

x

f(ff):m

Die Ableitung des Nenners ist nach Kettenregel ((1+2)?) = 2-(1+22)-2z. Wenden
wir nun die Quotientenregel auf die Ausgangsfunktion an, kénnen wir kiirzen:

1-(1+2%)2—2-2-(1+2?) 22

f/(l’) = [(1+ 22)2)2
A+ (1+a?) —42?) 1327
N (14 22)4 (14 22)3
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11.2 Integralrechnung

In gewisser Weise die Inverse zur Differentialrechnung ist die Integralrechnung. Diese
findet nicht nur innermathematisch Anwendung, sondern wird auch in vielen anderen
Wissenschaften, z. B. der Physik, verwendet. Sie beschéftigt sich mit dem Problem
der Berechnung von Fléchen unter einem Graphen.

11.2.1 Worum geht es?

Unser Ziel bei der Integration ist es, den orientierten Flécheninhalt, der von dem
Graphen einer Funktion f und der z-Achse zwischen zwei z-Werten a und b, einge-
schlossen wird, zu bestimmen. ,Orientiert” heifst hierbei, dass Flache unterhalb der
x-Achse als negativ, und Flache oberhalb der z-Achse als positiv gewertet wird.
Fiir diesen orientierten Flacheninhalt schreiben wir

b
/ f(z)dz.
Beispiel 11.4

1) Als erstes betrachten wir die durch f(xz) = 2 gegebene Funktion und wollen
den orientierten Flacheninhalt der Flache unter dem Graphen bestimmen, die
von den Grenzen a = 1 und b = 5 beschrankt wird.

1 5

Abbildung 11.2: Skizze der zu berechnenden Fliche

Diese Flache ist ein Rechteck, der Fliacheninhalt betragt also:

5
/2d3:: 4 - 2 =8
1 N~
Breite Hoéhe

2) Als néchstes betrachten wir f(z) = = und die Grenzen a = —1 und b = 2.

Die Fldache A_ unter der z-Achse ist ein Dreieck von Breite und Hohe jeweils

1, also ist A_ = % -1-1= % Die Fliache A, tiber der x-Achse ist ein Dreieck
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Abbildung 11.3: Skizze der hier zu berechnenden Fléache

von Breite und Hohe jeweils 2, also ist A_ = % -2 -2 = 2. Insgesamt erhalten
wir also fiir den orientierten Flacheninhalt

2
/ rdr=Ay —A_ =2 —
-1

[N
[\V]

Leider gehoren diese beiden Funktionen zu den ganz wenigen, bei denen sich die Inte-
grale mit elementargeometrischen Methoden ausrechnen lassen. Schon bei f(z) = 22
kommen wir mit solchen Uberlegungen nicht weiter. Gliicklicherweise gibt es eine
schone Theorie, mit der sich auch einige schwierigere Integrale ausrechnen lassen.

11.2.2 Integrale von (fast) beliebigen Funktionen

Vorbemerkung:
1) Fiir den Rest dieses Kapitels sollen a < b feste reelle Zahlen sein.

2) Im Folgenden wollen wir nur stetige Funktionen betrachten. Stetigkeit ist mit

unseren Mitteln etwas schwierig zu definieren, daher beschrianken wir uns auf
die anschauliche Definition, dass der ,,Graph der Funktion keine Spriinge haben
soll“. Die meisten Funktionen, die wir bis jetzt kennen, sind stetig. Wir nehmen
ab jetzt immer an, dass alle auftretenden Funktionen stetig sind.
Aufserdem werden wir noch andere Bedingungen an unsere Funktionen stellen,
z.B. Differenzierbarkeit. (Eine Funktion ist differenzierbar, falls die Ableitung
iiberall existiert. Stetigkeit folgt hieraus, muss also manchmal nicht extra vor-
ausgesetzt werden.) Diese konnen fiir die Zwecke dieses Vorkurses vernachlis-
sigt werden und werden in der Analysis genauer betrachtet. Sie werden hier
aber angegeben, damit die Aussagen korrekt sind. Diese Bedingungen sind die
Ursache fiir das ,fast in der Uberschrift.
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Wie oben schon angedeutet, ist Integration in einem gewissen Sinne das Gegenteil
der Ableitung. Daher erst einmal folgende Definition:

Definition 11.5

Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Eine Funktion F : [a, b] — R heift Stammfunktion
von f, falls F' differenzierbar ist und F’(x) = f(x) fiir alle = € [a, b] gilt.

Beispiel 11.6

Wir betrachten die durch f(z) = 22 gegebene Funktion. Durch geschicktes Hinsehen

kann man erkennen, dass durch F(z) = % eine Stammfunktion gegeben wird, denn
_ 322

nach den gelernten Rechenregeln ist F'(z) = 5~ = 22, Eine weitere Stammfunktion
ist beispielsweise durch G(z) = % + 1 gegeben, da die 1 beim Ableiten wegfallt.

Wir sehen hier, dass die Stammfunktion einer Funktion f nicht eindeutig seien muss.
Man kann aber zeigen, dass sich zwei Stammfunktionen F' und G' nur um eine Kon-

stante unterscheiden, d.h. es ein ¢ € R gibt, sodass F(z) = G(z) + ¢ fiir alle z
gilt.

In Abschnitt haben wir folgende Ableitungstabelle gesehen:

flx) | f'(z)
1 0
x 1
x2 2z
¢ azr®1
1
T -
2\/x
er e’
1
Inx —
T
sinx CcOS ¥
cosx | —sinx

Diese konnen wir leicht zu einer Stammfunktionstabelle umfunktionieren, indem wir
f durch F und f’ durch f ersetzen:
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F(z) f(x)
1 0
T 1
22
? X
l.a—l—l
] x® (fﬁrf;&—l)
2 P
NG v
et er
1
Inz —
T
sinx CcoS T
—CcosT sin x

(Hier wurden die Funktionen teilweise mit Konstanten multipliziert, damit die Funk-
tionen auf der rechten Seite normiert sind.)

Fiir stetige Funktionen gibt es folgenden wichtigen Satz (ohne Beweis):

Satz 11.7
Sei f :[a,b] — R eine stetige Funktion. Dann hat f eine Stammfunktion.

Bemerkung: Der Satz garantiert nur, dass es eine Stammfunktion gibt, liefert aber
keinen Weg, eine zu bestimmen. Tatséchlich gibt es, im Gegensatz zu Ableitungen,
keinen allgemeinen Weg, eine Stammfunktion zu einer mit elementaren Funktionen
gegebenen Funktion zu bestimmen, sondern muss meistens iiber ,,geschicktes Hinse-
hen“ ermittelt werden.

Wir wollen uns jetzt damit beschéftigen, wie sich Integrale explizit ausrechnen lassen.
Die Antwort darauf liefert der folgende Satz.

Satz 11.8 (Hauptsatz (HS))
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit Stammfunktion F. Dann gilt

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a)

Die Theorie der Integralrechnung beinhaltet eine schone Herleitung, welche deutlich
macht, weshalb man mit der im Hauptsatz formulierten Formel gerade den orientier-
ten Fliacheninhalt zwischen dem Funktionsgraphen und der z-Achse berechnet. An
dieser Stelle mochten wir uns allerdings auf die Anwendung der Berechnungsmethode
beschrénken und diese iiben. Dazu betrachten wir nun folgende Beispiele.
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Beispiel 11.9

1)

Als erstes tiberpriifen wir, dass die Formel fiir die durch f(z) = x gegebene
Funktion, welche wir bereits in Beispiel betrachtet hatten, das richtige Fr-

gebnis liefert. Dort hatten wir ffl rxdx = % ausgerechnet. Eine Stammfunktion

von f ist nach Beispiel durch F(x) = % gegeben. Nach dem Hauptsatz
(Satz|11.8)) gilt nun:
2 2 2
2 -1 3
/ rdr = — — =17 = _.

—1 2 2 2

Also ergibt unser Satz das richtige Ergebnis.

Das Ergebnis iiberzeugt uns also von der Richtigkeit des Hauptsatzes. Es sei
aber dazu gesagt, dass dies keineswegs einen Beweis ersetzt! Die Betrachtung
von Beispielen ist nur geeignet, um ein erstes Gefiihl zu entwickeln.

Als néchstes wollen wir das Integral fls e” dr ausrechnen. Wenn wir f(z) = e”
setzen, wird nach Beispiel durch F(z) = e® eine Stammfunktion von f
gegeben. Nach dem Hauptsatz (Satz [11.8)) gilt nun:

5
/ e dr =e® —el.
1

11.2.3 Rechenregeln — Linearitat

Integrale sind im folgendem Sinne linealﬂ

Satz 11.10 (Linearitit der Stammfunktion)
Seien f, g : [a,b] — R zwei stetige Funktionen und A € R. Dann gilt:

i / () 2 gl = / ’ fla)do + / e
) /ab)\-f(a:)dm:X/abf(m)dx

Beweis:

i) Sei F eine Stammfunktion von f, G eine Stammfunktion von g. Dann ist nach

der Summenregel fiir Ableitungen (F + G)'(z) = F'(x) + G'(x) = f(z) + g(z),

"Was dies mit den linearen Abbildungen aus der Linearen Algebra, welche wir in Kapitel 14
kennenlernen werden, zu tun hat, sieht man besser mit folgender Notation: Sei C([a,b]) := {f :
[a,b] — R | f stetig}. Dann kénnen wir die Integration I als Abbildung I : C([a,b]) = R, f —
fab f(z) dz auffassen. Satzsagt dann einfach I(f+g) = I(f)+1(g) und I(X- f) = X-I(f),
was genau der Definition aus der linearen Algebra entspricht (bis auf die Tatsache, dass I nicht
von R? in sich selbst abbildet).

10
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d.h. F + G ist eine Stammfunktion von f+ g. Nach dem Hauptsatz (Satz|11.8))
gilt damit:

b
/ (f(x) + 9(x)) dz = (F(b) + G(b)) — (F(a) + G(a))
F(a)) + (G(b) = G(a))

= (F(b) —
- /abf(:p)d:n%—/abg(a:)dx.

Dies zeigt den ersten Teil.

ii) Dies geht dhnlich und ist eine Ubungsaufgabe. O

Beispiel 11.11

Wir wollen das Integral f15(2 + 3e”) dz berechnen, indem wir es mittels Linearitét
auf bereits bestimmte Integrale zuriickfiihren. Es ist:

5 . 5 5 .. 5
/(2—1—36”)de/ 2dx—|—/ Sexd:c”—)8+3/ e? dz = 8 + 3¢° — 3¢
1 1 1 1

=8 —e5—el
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