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Vorkurs Mathematik 2026 | Lésungen zum Thema

Schulmathematik ||

— Differentialrechnung —

X Aufgabe 1: Ableitungsregeln (1)
Leite die folgenden Funktionen ab.

a) flx) =22 -3z +2

Léosung: f'(x) = 2x — 3

1 2 3
b) f(x)z;—;%—;, wobei z # 0
2
_ Ao —
Losung: f'(z) M
T

b
c) f(z2)=a-2*+ et wobei a,b € R.

3b

Losung: f'(z) = 4az> — o

d) f(t) =x-sin(t) + y - cos(t), wobei z,y € R.
Lésung: f'(t) = x - cos(t) — y - sin(t)

X Aufgabe 2: Ableitungsregeln (2)

Berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen mit der Produkt- bzw. Quotienten-

regel.

Lésung: f'(t) = t(2sin(t) + ¢ cos(t))

b) fla) = (a®—1)- (1 +a?)

Losung: f'(a) = 4a® (vorheriges Ausmultiplizieren vereinfacht die Aufgabe enorm)
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1 . 9
. —2r—1
Losung: f'(@) = a1
+4s+5
d) f(s) = —%, wobei s # 0
s
2

8 15
Lésung: f'(s) = %

s

Aufgabe 3: Kettenregel

Nutze die Kettenregel zur Ableitung der folgenden Funktionen.

a) f(t) = (2t +1)?

Losung: f'(t) = 6(2t + 1)?

b) f(z) = sin(ax + b), wobei a,b € R.

Lésung: f'(z) = acos(ax +b)

Aufgabe 4: Gemischte Ubungen zu Ableitungen

Berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen mit Hilfe dazu passender Ableitungs-

regeln.

a) f(x) = exp(4 — z?)
Losung: f'(x) = —2z - exp(4 — x?)
b) f(s) =In(2)-s® +3-In(s)

1
Losung: f'(s) = In(2)-5-s*+3- 5

) f@)= 5

Lésung: f'(x) = — (3$1_2 )2

d) f(t) = (%tQ +2t) - (t—1)

3
Lésung: f'(t) = 5752 +3t—2
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cos(x) - x — sin(x)

Lésung: f'(z) = 5
x

Aufgabe 5: Herleitung eines Spezialfalls der Quotientenregel

Sei g eine differenzierbare Funktion und g(z) # 0 fiir alle  im Definitionsbereich. Zur
Vorbereitung der Herleitung der Quotientenregel wollen wir den Spezialfall der Quotien-

tenregel zeigen, ndmlich
1\’ g
<g> e

Hinweis: Mit f(z) = 1 kénnen wir ﬁ schreiben als

—— = [(9(@)) = (fog)(x).
Nutze die Kettenregel, um den Spezialfall der Quotientenregel zu beweisen.
Losung: Die Ableitung von f(x) = % =z ist hierbei

f(z) = (a:fl)’ - ].p2=_—

Also folgt mit der Kettenregel:

<g(1x)) = (fog) = f'(g(x) - d'(x)

I Aufgabe 6: Herleitung der Produktregel

Seien f, g zwei differenzierbare Funktionen. Beweise die Produktregel (f-g) = f"-g+f-¢'.

Hinweis: Wir wollen diese Regel mit Hilfe der Kettenregel beweisen. Dafiir suchen wir
also eine verkettete Funktion, die wir ableiten kénnen, die gleichzeitig aber auch ein Pro-
dukt von Funktionen enthalt.
Bei dieser Suche werden wir bei den binomischen Formeln fiindig. Betrachten wir die
verkettete Funktion (f + g)%:

(f+9?=r+2(f-9)+g°

Losungen — Losungen //F Fachschaft Losungen — Losungen

Mathematik +
Elementar-
mathematik



Losungen — Losungen — Losungen — Losungen — Losungen
Beweise nun die Produktregel mit Hilfe der bereits bekannten Ableitungsregeln (Ketten-

regel, Summenregel und Faktorregel).

Lésung: Leiten wir nun beide Seiten der Gleichung mit der Kettenregel (und der Summen-
bzw. Faktorregel) ab, so erhalten wir:

2f+g9) - (f+g)=2f f+2(f-9) +29-¢
= f+f'+d)=f-f+(-9' +g-d
= [ f+fd+9-f+gd=FF+F-9 +g-d
= f9d+9-f=(-9)

I Aufgabe 7: Herleitung der Quotientenregel

Seien f, g zwei differenzierbare Funktionen und sei g(z) # 0 fiir alle = im Definitionsbe-

/ / X _ v
reich. Beweise die Quotientenregel @ = F'(@)-9(@) = 1) g (ac)
z g(x)?
Hinweis: Die Produktregel und die Kettenregel diirfen vorausgesetzt werden.
Losung: Zundchst ziehen wir den Bruch auseinander

@) oy 1

g()

Auf diesen Ausdruck wenden wir die Produktregel an. Den zweiten Ausdruck kénnen wir
mit der Kettenregel ableiten

(Dies wurde auch als Spezialfall der Quotientenregel in einer vorherigen Aufgabe behan-
delt.)

Y oy L @) @) - f@)d @)
= <g> = 1@ gy T D ey = g(@)? |
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— Integralrechnung —

X Aufgabe 8: Integrale berechnen |

Berechne folgende Integrale.

i)

Lésung:
3
/ 23dr =0
-3
ii) .
1
1 T
Losung:
5
1
/ 3 dr = -
1 X
iii)
1
/ e* dx
0
Losung:
1
/ e dr = —(e? - 1)
0
iv)
4
/ 223 — 3z + 1dx
-2
Losung:

-2

4
/ 223 — 3z + 1dx = 108

Berechne folgende Integrale. Mache zuerst eine Skizze und gebe (ohne Rechnung) an,

welches Vorzeichen das Integral hat.

v)

Losung:
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v

/

s
S
e es

-1 2

Am Bild ist zu sehen, dass le 22 dx > 0.
3
Eine Stammfunktion von der durch f(x) = 2% gegebenen Funktion ist durch F(x) = %
gegeben. Damit ist
2 3 3
2 —1
/ 332d3::——( ) =3.
1 3 3

vi)
2
/ (23 — 2 — 22) dz
0

Hinweis: Benutze 23 — 2% — 2x = (v — 2) - o - (x + 1) fiir die Skizze

Lésung:

/ A
7

Am Bild ist zu sehen, dass f02(:v3 — 2% —2r)dr <0.
Eine Stammfunktion von der durch f(x) = z% — 2% — 22 gegebenen Funktion ist

.’E4 i
durch F(z) = T 35" 22 gegeben. Damit ist
2 2t 23 ot 03 8
3 _ .2 2 2 92 [T T _n2)__°
/0 (x° —x* —2x)dx 13 < 13 0 ) 3
vii)
/ sin(z) dx
0
Liosung:
6
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Am Bild ist zu sehen, dass [} sin(z)dz > 0.
FEine Stammfunktion von der durch f(x) = sin(x) gegebenen Funktion ist durch
F(z) = — cos(x) gegeben. Damit ist

/07r sin(x) dz = — cos(m) + cos(0) = 2.

viii)

Losung:

Am Bild ist zu sehen, dass f:; 2%dx >0

FEine Stammfunktion von der durch f(x) = 2% = @z gegebenen Funktion ist
1 1
durch F(z) = mel”@)z = m? gegeben. Damit ist
-1 1 1 1
O oy — o1 _ 9-2 _
/_ , 2 e In(2) 41n(2)
7
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I Aufgabe 9: Partielle Integration

I (a) Zeige folgenden Satz iiber Integration:

Satz I (Partielle Integration)
U und sei F

Seien f,g : [a,b] — R zwei stetige Funktionen mit ¢ stetig differenzierba
eine Stammfunktion von f. Dann gilt:

b b
/ f(@) - g(x)dz = F(b) - g(b) — F(a) - g(a) —/ F(z)- ¢ (z)dx

Hinweise:

Die Produktregel fiir Ableitungen kann als bekannt vorausgesetzt werden. Nutze
Sie als Ausgangspunkt und leite aus ihr die Regel zur partiellen Integration her.

Fiir zwei stetige Funktionen h,k : [a,b] — R gilt: Wenn h(z) = k(z) fir alle
x € [a,b] gilt, dann gilt ff h(z)dx = ffk(x) dx.

Losung: Nach der Produktregel gilt

"= f(@)  gla) + F(x) - ().

Durch Abziehen von F(x) - ¢'(x) erhalten wir daraus

f(@)-g(z) = (F-g)'(z) - F(x) g'(z)

Daraus und mit dem Wissen, dass Integrale linear sind, erhalten wir

(F-g)(z) = F'(z) - g(x) + F(z) - g'(2)

b b
[ t@ glada= [ ((F-9/@) - F@) -g'(@) do
. b b
Lﬁ"/ (F-g)(z)dx — / F(x)g'(z) dx.

Nach Definition ist F - g eine Stammfunktion von (F -g)'. Daher gilt nach dem Hauptsatz
aus dem Vortrag:

b
/ (F - g)' () dx = F(b)g(b) — Fla)g(a)

Setzen wir dies in die Gleichung davor ein, so erhalten wir

b b
/ f(x) - g(z)de = F(b) - g(b) — F(a) - g(a) —/ F(x)g'(x) dz,

was zu zez’gen war.

'D.h. g differenzierbar mit ¢’ stetig
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(b) Berechne unter Verwendung von Satz (Partielle Integration) folgende Integrale:

s
/ xsin(z) dz
Lésung:

- (—cos(m)) — (—m) - (— cos(—w)l—k /7T cos(z) dx
HS o

= 27 + sin(7) — sin(—m)
= 27

ii)

Hinweis: Mehrfache partielle Integration
Losung:

1$2

1
xdac:/ e " dx
o € 0

1
] \12(—671) — 0%(—€Y) —i—/o 2ze " dx

——e—1
PI

1
—e 14+ (2 1(—e1)—2-0(—e0))+/ 2e 7
—3e—1 0

HS

= =3¢+ (2(=e 1) — 2(=¢"))
= 92— 5e !
iii)

2
/ In(x) dzx
1
Hinweis: In(x) = 1 - In(x)

Lésung:

——
=0
2
= 2In( )—/ ldx
1
5 91n(2) — 1
9
) 2026
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l'iv)

/ sin?(z) dz
0

Hinweis: Verwende sin?(x) + cos?(x) = 1

Losung:

/07r sin?(z) dz = /07r sin(z) sin(z) dx

B _ cos(m) sin(m) 4 cos(0) sin(0) + / cos®(x) dx
=0 =0 0

- / (1 — sin(z)) dz
0
= / ldx —/ sin?(z) dz
0 0
=7 —/ sin?(z) dz
0
= 2/ sin?(z)dz =7
0
= / sin(x) do = T
0 2
Aufgabe 10: Linearitat
Sei f :[a,b] — R eine stetige Funktion und X\ € R. Zeige
b b
/ A flz)dx = )\-/ f(x) dx,

und vervollstdndige damit den Beweis des Satzes zur Linearitéit von Integralen.
Lésung: Beweis: Sei F' eine Stammfunktion von f. Nach der Faktorregel ist
(AF) = XF' = \f, also ist \F eine Stammfunktion von \f. Damit gilt nun:

/ " ) de S A (b) - AF(a) = A(F(D) — F(a)) ™5 5 / " () d.

a

was 2u zetgen war. U
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I Aufgabe 11: Integration durch Substitution

l'a) Zeige folgenden Satz iiber Integration:

Satz II (Integration durch Substitution)

Sei I ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Sei weiterhin s : [a, b] — I stetig
differenzierbar.
Dann gilt:

b s(b)
[ 16 s@do= [ @) ds

a s(a)
Hinweis: Benutze die Kettenregel. Falls F' eine Stammfunktion von f ist, wie konnte man
das rechte Integral schreiben?
Lésung: Beweis: Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt nach der Kettenregel
(Fos)(z)=(fos)(x)-s(x).

Damit haben wir

b b HS HS s(b)
/ f(s(x)) - '(x) d =/ (Fos)(x)dr = F(s(b)) — F(s(a)) = () de.
a a S(a)
([
b) Berechne unter Verwendung von Satz [lI| (Integration durch Substitution):
2 2
/ 2xe” dx
0
Lésung: Benutze Integration durch Substitution mit s(x) = x. Damit ist
2 4
/ 2ze®” dy S / edret —18 et 1
0 0
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