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Vorkurs Mathematik 2026 | Lésungen zum Thema

Funktionen und Abbildungen Il

X Aufgabe 1: Abbildungseigenschaften

Wir betrachten diejenigen Vorschriften, welche wir auf dem Ubungszettel zu Funktionen
und Abbildungen I als Abbildungen identifiziert haben und anschlieffend deren Bilder
bestimmt haben. Bestimme nun, ob die Abbildungen injektiv und/oder surjektiv sind.
Welche Abbildungen sind demnach bijektiv?

(a) f1:{1,4,6} — {2,16,64}, fi(z) = 2*. Losung: Das Bild von fi ist {2,16,64} und
somit ist f1 surjektiv. Ferner ist f1 injektiv und damit bijektiv.

(b) fo:R =R, fo(z) = Ta?® + 3. Lisung: fo ist weder injektiv noch surjektiv.
() fa:Z =R, fu(z)= ﬁ Losung: f4 ist nicht surjektiv, also auch nicht bijektiv, da
2
die 1 zum Beispiel nicht getroffen wird. fy ist aber injektiv, da fir z1,z9 € Z gilt:
Z1 zZ9

zZ1 =z 2o\ % 1%z z Z9Z z z z
L % ) % 1\<2 2 2 <1 2 1<2 2 1 241 ) 2 1 2

(d) fo: Q\ {0} = Q, fo(3) = %. Lésung: Das Bild von fg ist Q \ {0}, sodass fe
nicht surjektiv und damit auch nicht bijektiv ist. Ferner ist f injektiv, da fiir alle
ai,as,by,by € Z gilt:

aj a 4b1 4b2 aj a9

f<b1>_f<b2> = 3&1_3(L2 = bl_bg
(fe) fr : PN)\{4A € N | #A4 € {0,00}} = N, f7(A) = max{n | n € A}, wobei
max {n | n € A} den Wert des groften Elementes aus A bezeichnet. Lisung: Die
Abbildung ist surjektiv, da fir alle x € N gilt, dass {x} im Definitionsbereich von
f7 liegt und f7(x) = x fir © € N gilt. Die Abbildung ist aber nicht injektiv, da
bspw. {1,2,3} und {2,3} Elemente des Definitionsbereichs sind, diese aber auf den

gleichen Funktionswert abgebildet werden: f7({1,2,3}) =3 = f7({2,3}).

Aufgabe 2: Komposition, Injektivitdt und Surjektivitat

Seien f: M — N und g : N — M zwei Abbildungen zwischen zwei Mengen M und N.
Zeige: Gilt (f o g)(y) = y fiir alle y € N, so ist g injektiv. Gilt auch die Umkehrung?
Liefere hierzu einen Beweis oder ein Gegenbeispiel.

(1) Zeige weiter: Gilt (f o g)(y) =y fiir alle y € N, so ist f auch surjektiv.

Losung: Zeige zuerst: g injektiv. Seien dazuyi,y2 € N mit g(y1) = g(y2). Es gilt aufgrund
der Definition von fog

1= f9(y1)) = f(9(y2)) = v2

Losungen — Losungen )

Elementar-
mathematik

Fachschaft Losungen — LOSU_HgGH

Mathematik +



Losungen — Losungen — Losungen — Losungen — Losungen

und damit y1 = yo. Damit ist Injektivitit von g bereits nach Definition nachgewiesen.
Die Umkehrung gilt nicht, da wir z.B. N = M = Ny und g : Ny — Ny, g(z) = x sowie
f:Nog = No, f(z) =0 wdihlen konnen. Dann ist g offensichtlich injektiv (sogar bijektiv),
aber es gilt (f o g)(x) =0 # x fir alle x # 0.

Zeige nun weiter, dass f surjektiv ist. Sei dazu y € N beliebig und setze x := g(y) € M.
Dann gilt, dass f(x) = f(g(y)) =y ist. Demnach finden wir fir jedesy € N ein x € M,
sodass f(r)=y ist.

Beide Teile zusammen zeigen die Aussage der Aufgabe.

I Aufgabe 3: Machtigkeit

Beweise das folgende Lemma aus dem Vortrag. Sollte das Kapitel ,Vergleich der Méch-
tigkeiten von Bild- und Urbildmengen® im Vortrag nicht behandelt worden sein, lese dir
zuvor das entsprechende Kapitel (11.2) im Skript durch.

Lemma I (Méichtigkeitenvererbung bei surjektiven Abbildungen)
Sei f: M — N eine surjektive Abbildung zwischen zwei Mengen M und N.
Dann gilt: #M > #N

Losung: Fiir #£M = oo ist das Lemma analog zum Beweis des bewiesenen Lemmas aus
der Vorlesung — ist #M = oo, so ist es egal, welche Mdachtigkeit N hat, da das die
Aussage des Lemma in jedem Fall erfillt ist. Falls #M < oo ist, existieren ein n € N
und paarweise verschiedene Elemente ay, ...,a, € M, sodass M = {ay, ..., an} ist. Weiter
qgilt:

ﬁlﬁng

N T f) = F(far, e and) T2 F{a}) U U f(fan})

= #N =#(f({a}) V..U f({an})) < #f{a}) + .. + #f({an})
=14+..+1l=n=#M
N——

n-mal

Somit ist das Lemma vollstindig bewiesen. Die Ungleichung (x) haben wir bereits auf dem
Ubungszettel zur Mengenlehre bewiesen.

X Aufgabe 4: Umkehrabbildungen
Bearbeite fiir die folgenden Abbildungen (1) und (2) jeweils die folgenden Aufgaben:
(a) Priife, ob die Umkehrabbildung definiert ist.
(b) Wenn moglich, gib eine explizite Formel fiir die Umkehrabbildung an.

(c) Wenn die Umkehrabbildung existiert, bestimme ihre Funktionswerte an den ange-
gebenen Stellen.
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(1) f:R—=R, 2+ 5x+3 — Falls f! existiert, bestimme f~1(8) und f~1(-3).
Losung:
(a) Laut Definition der Umkehrabbildung ist die einzige Voraussetzung fir die
Existenz der Umkehrabbildung, dass f bijektiv ist. Genau das prifen wir also:

injektiv: Seien x1,x2 € R FElemente aus dem Definitionsbereich von f mit
f(z1) = f(x2). Dann ist

521+ 3=5r2+3 = bxr1 =519 = 21 = X9

Also ist f injektiv.

surjektiv: Seiy € R ein Element aus dem Wertevorrat von f. Gesucht ist ein
x € R (Element aus dem Definitionsbereich) mit f(x) = 5x+3 = y. Diese
y—3

Gleichung konnen wir nach x auflésen und erhalten x = *z=. Tatsdchlich

ist damit f(xz) = f(%;?’> = 5-%_3+3 =(y—3)+3=y. Alsoist f
surjektiv.

Also ist f bijektiv und besitzt damit eine Umkehrabbildung.
(b) Laut Definition gilt fir alle y € R:

f~Yy) = .das z € R, welches die Bedingung f(z) =y erfillt®

Wie wir zu gegebenem y ein solches x bestimmen, haben wir gliicklicherweise
schon bei der Uberprifung auf Surjektivitdt ,nebenbei” herausgefunden:
y—3 _ . : _ _ _
T =T = fY(y). Es gilt also: f~':R =R, f~Yz) = %3
N—_———
Formel fir die Umkehrabbildung
(c) Zuletzt diirfen wir noch zwei Funktionswerte der Umkehrabbildung bestimmen,

was dank der Formel nicht besonders schwierig ist:
L o

2) f:R—=R, x> 42> —x — Falls f~! existiert, bestimme f~!(1) und f~*(15).
Liosung:

(a) Die erste Frage ist wieder, ob die Umkehrabbildung tiberhaupt definiert ist.
Dazu wird f auf Bijektivitdt uberpriift:
surjektiv: Um [ auf Surjektivitat zu prifen, stellen wir fir ein festes y € R
die Gleichung

f(l’):y <~ 4$2—x:y PN x2_§_y:0
4 4
auf und untersuchen, ob fir jedes (beliebige aber feste) y € R ein x € R

gefunden werden kann, welches die Gleichung erfillt (z.B. mit p-q-Formel
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bzgl. x).

Wenn man nun bereits die Vermutung hat, dass f nicht surjektiv ist, kann
man direkt versuchen, ein Gegenbeispiel zur Surjektivitdt von f zu finden.
Alternativ konnte man die p-g-Formel auch zundchst mit allgemeinem y
losen und dann schauen, ob die gefundene Lisung fiir x, in der ja y auf-
taucht, fir jedes y aus dem Wertevorrat von f definiert ist. Ein Gegen-
beispiel zur Surjektivitit ist das folgende:

Sei y = —1 ein Element aus dem Wertevorrat. Angenommen, f wd-
re surjektiv, dann gibe es ein x € R mit f(x) = 42> —x = —1, also
z? — I+ i = 0. Mit Hilfe der p-q-Formel ergdbe sich als Losung hierfiir

was jedoch in R nicht definiert ist, da die Wurzel in R nur aus nicht-
negativen reellen Zahlen gezogen werden kann. Es gibt also fir y = —1
kein Urbild unter f. Das betrachtete Beispiel ist also ein Gegenbeispiel zur
Surjektivitit von f.

(Hdtte man diese Rechnung mit allgemeinem y gemacht, so hétten wir

1

. +
8~ V4

<

erhalten und hdtten an dieser Stelle die Einschrinkung y > —% treffen
missen, damit der Ausdruck unter der Wurzel nicht-negativ und die rechte
Seite der Gleichung definiert ist. Also wdre es uns nicht maoglich, fiir alle
y aus dem Wertevorrat R von f ein Urbild zu finden — genauer werden
alle y < _T16 von f nicht getroffen.)

(alternativ) injektiv: Wir vermuten, dass f nicht injektiv ist. Um dies zu
zeigen, nehmen wir an, f sei injektiv, d.h. fir alle y aus dem Wertevorrat
gibt es hichstens ein x mit f(x) =y. Insbesondere gilt dies fir y = 0.
Sei also f(x) =0, d.h. 42® — 2 = 0. Dies ist dquivalent zu x(4x — 1) = 0,
was jedoch sowohl fiir x = 0 als auch fir 4 —1 =0, also x = i erfillt
ist. Daher ist f micht injektiv.

Damit sind wir fertig, denn ohne Surjektivitit bzw. Injektivitdt keine Bijekti-
vitdt und ohne Bijektivitdt keine Umkehrabbildung.

(b) -
(c) -
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