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X Aufgabe 1: Quadrate ungerader Zahlen

Beweise folgenden Satz. Schreibe dabei zuerst Voraussetzung und Behauptung sauber
auf.

Satz I

Das Quadrat einer ungeraden ganzen Zahl ist wieder ungerade.

Losung: Voraussetzung: Sei m € Z ungerade.

Behauptung: m? ist ungerade.

Beweis: Da m ungerade ist, gibt es ein k € Z, sodass m = 2k + 1. Damit ist m? =
(2k +1)? = 4k® + 4k + 1 = 2(2k® + 2k) + 1. Da (2k* + 2k) wieder eine ganze Zahl ist,
ist m? ungerade. ([l

X Aufgabe 2: Gerade Zahlen?

Beweise folgenden Satz. Schreibe dabei zuerst Voraussetzung und Behauptung sauber
auf.

Satz II

Ist n eine ganze Zahl, so ist n + n? gerade.

Hinweis: Fallunterscheidung in n gerade und n ungerade.

Lésung: Voraussetzung: Sein € Z.

Behauptung: n + n? ist gerade.

Beweis: Fall 1: n gerade. Dann ist nach Satz 7.5 auch n? gerade und damit nach Satz
7.1 n+n? gerade.

Fall 2: n ungerade. Dann ist nach Aufgabe 1 auch n?® ungerade, und wieder nach Satz 7.1
n+n? gerade. O

Aufgabe 3: Ein Mengenbeweis
Zeige, dass fiir Mengen A, B, C' die Relation
(AUB)\C 2 (A\C)U(B\C)

gilt. Schreibe wieder vorher Voraussetzung und Behauptung auf.
Losung: Voraussetzung: Seien A, B,C Mengen.
Behauptung: (AU B)\ C 2 (A\ C)U (B\ C) Beweis: Sei z € (A\ C)U (B\ C).
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Fall 1: x € A\C, dh. 2 € A und x ¢ C. Wegen x € A ist auch x € AU B. Da noch
zusatzlich © ¢ C gilt, ist also x € (AU B) \ C.

Fall 2: © € B\ C, d-h. x € B und x ¢ C. Wegen x € B ist auch x € AU B. Da noch
zusdtzlich x ¢ C gilt, ist also x € (AU B)\ C. O

I Aufgabe 4: Dreiecksungleichung
Es sei an die Definition des Betrages erinnert:

Definition III
Sei x € R. Der Betrag von x ist definiert als

|| := {:B’ w=0,

—z, x<0.

Beweise folgenden Satz. Schreibe dabei zuerst Voraussetzung und Behauptung sauber auf.

Satz IV
Sind z,y € R, so ist |z + y| < |z| + |y|.

Hinweis: Welche Relation gilt zwischen x und |z|, welche zwischen —zx und |x|? Mache
aufSerdem eine Fallunterscheidung fiir beide Fille, die fiir x + vy auftreten kinnen.
Lésung: Voraussetzung: Seien z,y € R.

Behauptung: |x +y| < |z| + |y|.

Beweis: Es gilt fiir z € R stets z < |z|, da z = |z| falls z > 0, und z < 0 < |z| falls z < 0.
Auferdem ist —z < |z|, da —z < 0 < z = |z|, falls z > 0, und —z = |z|, falls z < 0.

Fall 1 Seix+y > 0. Esist x <|z|, y < |y|, also |z +y| =2 +y < |z| + |y|.

Fall 2 Sei x+y < 0. Esist —x < |z|, —y < |y|, also |[x+y| = —(z+y) = —x—y < |z|+]y|.
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