Losungen — Losungen — Losungen — Losungen — Losungen

Vorkurs Mathematik 2026 | Lésungen zum Thema

Mengenlehre

X Aufgabe 1: Mengen

Gib die folgenden Mengen in auflistender Schreibweise an.
a) A={n€Z|n<15und n > 5}
b) B={ZF2 15| —4<2<4, 2€Z}
c) C={M eP({1,2,3,4}) : 3€ M}

d) D={n e N| Fiir alle m € B gilt n < m.}

D
le) D = {n e N | Es existiert mindestens ein m € B, fiir das n < m gilt.}
Losung:

a) A={56,7,8,9,10,11,12 13, 14,15}

b) B = {5,6,8,11,15}

¢c) C ={{3),{1,3},12,3),{3,4}, {1,2,3},{2,3,4}, {1,3,4}, {1,2,3,4}}

d) D=1{1,2,3,4}

le) D=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13, 14}

X Aufgabe 2: Intervalle

In den reellen Zahlen arbeiten wir haufig mit ,,zusammenhéngenden Bereichen“, den
Intervallen.

Definition I

Seien a, b € (RU o0), sodass a < b gilt. Dann definieren wir die folgenden Intervalle:

[a,0] :={z eR|a<z<b} (

b):={x R |a<xz<b} (rechtsseitig halboffenes Intervall)

(a,b] :={z € R | a<xz<b} (linksseitig halboffenes Intervall)
(

(a,b) :={reR|a<z<b}

abgeschlossenes Intervall)

B

offenes Intervall)
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Intervalle lassen sich — wie folgend am Beispiel (1, 5] \ [3,7) dargestellt — an einem Zah-
lenstrahl veranschaulichen. In blau, rot und griin sind dabei die einzelnen Intervalle
skizziert:

o
w@eo

Bestimme die folgenden Mengen und mache zu jeder Menge eine Skizze:
1. [-2,0] U (1,3] 2. [1,4)U (4,7] 3.(0,3)N[-1,1)

Bei Problemen kann der Umgang mit Intervallen an den néchsten Beispielen noch weiter
gelibt werden.

4. (0,4] U (1, 5] 5.(=2,4]N[-1,1] 6. (—2,4)U[-1,1]
Losung:

1 [-2,00u(1,3|={zeR| —2<z<0 Vv 1<z<3}

— s 2
-2 1 R
2. [L,4U (4,7 = [1,7\ {4}
[ O @
; \ 4 A .
0 1 4 T R
3. (0,3)N[~1,1) = (0,1)
o———O0
e & s
-1 0 1 3 R
4. (0,4J U (1,5] = (0,5]
O 1
& 8 L
0 1 4 5 R
5. (2,4 Nn[-1,1 = [-1,1]
6. (—2,4]U[~1,1] = (—2,4]
2
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X Aufgabe 3: Relationen

Seien A, B,C, D, D wie in Aufgabe 1 und zusétzlich E := {2, 3,4}}.
Finde alle Relationen {C, €} zwischen den Mengen A, B,C, D, D, E.

Losung: ) )
BCA DeC FEFEeC FECD DCD FECD

X Aufgabe 4: Operationen

Bestimme die folgenden Mengen.
a) ANBND mit A, B, D aus Aufgabe 1.

b) i) {n € N:nist durch 4 teilbar} U {n € N : n ist durch 8 teilbar}

i1) {n € N | n ist durch 4 teilbar} N {n € N | n ist durch 6 teilbar}

)

)
c) i) ({1,2,3}n{2,3,4}) U{1,4}
ii) {1,2,3} N ({2,3,4} U{1,4})
)

d) 4) ({2,3,5,6}U{1,2,3,5,6,7}) N {2,4,6,8}
i) ({2,3,5,6} N{2,4,6,8}) U({1,2,3,5,6,7} N {2,4,6,8})

Um die folgenden Aufgaben bearbeiten zu kinnen, wird das kartesische Produkt be-
notigt. Sollte dies aus dem Vortrag noch nicht bekannt sein, so lies dir zundchst das
entsprechende Kapitel im Vortragsskript durch oder bitte deine Tutor:innen um Hilfe.

le) {1,4,7,8} x {3,5,6}
L) (Zx {0} xZ)N{(a,(a+b),b) : a€ZbeZ}
Losung:

a) (ANBND) = ({5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15} N {5,6,8,11,15} N{1,2,3,4}) = (

={5,6,8,11,15}

b) i) {n € N | n ist durch 4 teilbar}  ii) {n € N | n ist durch 12 teilbar}
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¢) i) ({1,2,3} N {2,3,4}) U{1,4} = {1,2,3,4}

:{273}
i) {1,2,3} N ({2,3,4} U{1,4}) = {1,2,3}
={1,2,3,4}
Fiir die Tutor:innen: Bemerkt ruhig nochmal, dass man auf Klammern achten und
sie setzen sollte, wenn man sich nicht sicher ist. Ansonsten geht man meist von
der Regel Schnitt vor Vereinigung aus...

d) i) ({2,3,5,6} U{1,2,3,5,6,7}) N{2,4,6,8} = {2,6}

—{1,2,3,5,6,7}
i) (12,3,5,6) N {2,4,6,8})U({1,2,3,5,6,7} N {2,4,6,8}) = {2,6}
—{2,6} —{2,6}

Dieses Distributivgesetz wurde in dem Vortrag thematisiert; dieses kann also gerne
verwendet werden, wenn es jemand merkt. Die Aufgabe ii) muss also nicht komplett
von Hand gerechnet werden, sondern kann zundchst auch damit vereinfacht werden.

e) {(1,3),(1,5),(1,6),(4,3),(4,5), (4,6),(7,3),(7,5),(7,6), (8,3),(8,5), (8,6)}
f) {(a,0,—a):a € Z}

Man schneidet hier zwei Mengen von Dreier-Tupeln. Fir alle Tupel im Schnitt ist
die mittlere Koordinate offensichtlich 0. Also muss fir a,b aus der zweiten Menge
gelten: a +b =0, also a = —b. In anderen Worten: Die Elemente im Schnitt sind
von der Form (a,0,—a).

X Aufgabe 5: Formalisieren

Schreibe folgende Mengen formal auf:
a) Alle ganzen Zahlen, die in Z durch drei teilbar sind.
b) Alle Teilmengen von R, die die Zahl 42 enthalten.

c) Alle reellen Losungen der Gleichung x° — 22 +1 = 0.
Hinweis: Nur formalisieren, nicht ausrechnen!

Losung:
a) {3z | z€Z}={2€Z : 3|z}
b) {M CR |42 € M}

¢c) {reR|z°—72?+1=0}
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X Aufgabe 6: Venn-Diagramme

Mit Venn-Diagrammen lassen sich Mengen, die in irgendeiner Weise zueinander in Ver-
bindung stehen, gut visualisieren. Das ein oder andere Diagramm habt ihr bestimmt
schon einmal gesehen. Betrachten wir zum Beispiel zwei Mengen A und B, wobei A C B
gelte, so lasst sich dies durch folgendes Venn-Diagramm veranschaulichen:

Abbildung 1: Beispiel eines Venn-Diagramms fiir die Relation A C B.

Achtung! Venn-Diagramme beschreiben eine Situation nie vollstdndig — sie dienen nur
der Veranschaulichung. In obiger Situation kénnte zum Beispiel sogar A = B gelten. In
diesem Fall ist das Venn-Diagramm eher irrefiihrend.

a) Zeichne jeweils ein Venn-Diagramm, das die folgende Situation beschreibt:
i) Seien A, B zwei Mengen mit A # B und AN B # 0.
i1) Seien A, B,C drei Mengen mit BC A, BNC =0, ANC # 0 und C\A # 0.

iii) Seien A, B,C drei Mengen, wobei je zwei der Mengen einen nicht-leeren Schnitt
haben, aber ANBNC = sei.

Mit Venn-Diagrammen lassen sich auch Verkniipfungen von Mengen visualisieren. Im
Beispiel von oben lésst sich die Menge B\ A wie folgt darstellen:

Abbildung 2: Visualisierung der Menge B\ A (in grau) mit Hilfe eines Venn-Diagramms.

b) Veranschauliche jeweils in den Situationen aus a) die folgenden Mengen:
i) AN B.
ii) (CNA)UB.
iti) (ANB)U(BNC)U(CNA).

Losung: Jeweils gleich zu b):
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a) Losung zu i) b) Lésung zu i) c¢) Losung zu m)

I Aufgabe 7: Potenzmengen

a) Sei M eine nicht-leere Menge und P(M) ihre Potenzmenge. Welche der folgenden
Aussagen sind immer wahr, welche im Allgemeinen nicht? Begriinde!

iy M c P(M), i) 0 € P(M), iii) M € P(M)
iv) 0 e M, v) ) e P(M), vi) P(M) € P(M)

b) Sei M = {0,1}. Bestimme folgende Mengen:

i) P(M), it) P(P(M))
l'c) Bestimme P(P(0)).
Losung:
a) i) i.A. falsch, i1) wahr, iii) wahr, iv) i.A. falsch, v) wahr,
vi) falsch

b) {0,{0},{1},{0,1}} und
{0,{0}, {{0}}, {{1}}, {{0, 13}, {0, {0}}, {0, {1} }, {0, {0, 1}}, {{0}, {1}},
{{0}, {0, 1}}, {{1},{0,1}},{0, {0}, {1}}, {0, {0}, {0, 1} }, {0, {1}, {0, 1}},
{{0}, {1}, {0, 1}},{0, {0}, {1}, {0, 1}}}

Tipp: Die Menge hat 16 Elemente.

c) {0, {0}}.

Aufgabe 8: Anzahl von Elementen
Seien M, N zwei Mengen mit endlich vielen Elementen.
a) Stelle |[M U N| mit Hilfe von |M|, |M N N| und |N| dar.
b) Begriinde, warum |M U N| < |M| + |N| gilt.
c) Sei n € N. Begriinde, warum fiir n Mengen My, ..., M, gilt:

My U...UDM,| <|M|+...+|M,|
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'd) Stelle |P(M)| mit Hilfe von |M| dar.

Begriinde deine Antwort jeweils so gut wie moglich.

Losung:
a) IM UN| = |[M|+ |N| — |M N N|. Die Elemente im Schnitt zihlt man zundchst

doppelt.
Tipp: Erstelle zundchst ein Venn-Diagramm.

b) Mit Aufgabenteil a) folgt: |M UN|=|M|+ |N|—|MNN|<|M|+|N]|.
~——

>0
c) Mit Aufgabenteil b) konnen wir wegen der Assoziativitit der Vereinigung induktiv
folgern:
b)
[MiU...UM,|=|MU(MxU...UDM,)| <|M|+ |MzU...UDM,|

= |Mi|+ |[MaU (M3U...UM,)|

b)

< |M1|—|—|M2|—|—|M3UUMR|

<L <My 4.+ M)

1d) |P(M)| = 2M1. In einer festen Teilmenge von M kann ein Element von M entweder
darin sein oder nicht. Pro Element gibt es also zwei Maglichkeiten.
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