2 Aussagenlogik

,Das ist doch logisch!“ - Diesen Satz hort man hiufig, aber wann ist etwas logisch? Im

Alltag machen wir tédglich Annahmen, die wir (ohne weiter dariiber nachzudenken)
als wahr ansehen. Beispielsweise wird niemand den Satzen ,Wasser ist nass.“ oder
,13 ist eine Primzahl.“ widersprechen.

Auf diesen Annahmen beruhend entscheiden wir (mehr oder weniger intuitiv), ob
etwas wahr ist. Wir kénnen schnell sagen, ob der Satz ,Wenn man schwimmt, wird
man nass.”“ stimmt.

Diese Disziplin, die Lehre vom folgerichtigen Denken bzw. dem schliissigen Argu-
mentieren heifit Logik.

In der Mathematik ist es elementar, eine Aussage nicht einfach nur in den Raum zu
werfen, sondern auch nachweisen zu konnen, dass es stimmt. Ein Beweis ist dabei
nichts anderes als eine schliissige Argumentation, die auf Prinzipien der Logik beruht.
Deswegen gehort logisches Schliefsen zum Handwerkszeug aller Mathematiker:innen.
Es gibt verschiedene Teilgebiete der Logik, die sich fiir unterschiedliche Problemstel-
lungen anbieten. Wir werden uns zunéchst mit der Aussagenlogik beschéftigen.

2.1 Einfiihrung

Die Begriffe ,Aussage und ,,Argument* wurden bereits mehrfach genannt, ohne dass
wir bislang geklart haben, was wir im Detail darunter verstehen wollen. Dies werden
wir nun innerhalb der néchsten Definitionen nachholen:

Definition 2.1 (Aussage)

Eine Aussage ist eine Formulierung, mit der entweder ein Sachverhalt, eine Ver-
mutung oder eine These ausgedriickt wird. Jeder Aussage muss sich ein eindeutiger
Wahrheitswert (wahr oder falsch) zuordnen lassen.

Beispiele: Folgende Formulierungen sind Aussagen:
e Annika schwimmt im Wasser.
e 13 ist eine Primzahl und der Himmel ist blau.”
e Die Kuh ist schwarz oder lila.”
e Fs gibt rosa Elefanten.”

Folgende Formulierungen sind keine Aussagen:
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e _Schwimmt Annika im Wasser?*

Eine Frage (nicht die Antwort auf die Frage!) kann nicht wahr oder falsch sein.

e ,Bleib stehen.“

Eine Aufforderung kann auch nicht eindeutig wahr oder falsch sein.

e ,Raucher sterben friiher.“

Frither als wer? Ohne passenden Vergleich kann diesem Satz kein Wahrheits-
wert zugeordnet werden.

Ob der Wahrheitswert einer Aussage bekannt ist oder nicht, ist erst einmal unwichtig.
Wichtig ist nur, dass der Aussage theoretisch ein Wahrheitswert zugeordnet werden
kann. Wir werden in Abschnitt noch einmal genauer auf dieses Thema eingehen.
Mehrere Aussagen zusammen koénnen ein Argument ergeben:

Definition 2.2 (Argument)

Ein Argument ist eine Schlussfolgerung, die dazu dient einen Sachverhalt logisch
zu begriinden. Ein Argument besteht aus einer oder mehreren Pramissen und genau
einer Konklusion.

e Die Konklusion ist diejenige Aussage, deren Wahrheit durch das Argument
begriindet werden soll.

e Die Pramissen sind diejenigen Aussagen, die die Wahrheit der Konklusion
begriinden sollen.

e Der Standardseperator ,,Also* trennt Pramissen und Konklusion und trennt
den Teil des Arguments, der als Begriindung dient von dem Teil der begriindet
werden soll.

Beispiele:

1. ,,Annika schwimmt im Wasser. Wenn Annika im Wasser schwimmt, wird sie nass.

Prémisse 1 Pramisse 2
Also wird Annika nass.*

Konklusion

2. ,13 ist eine Primzahl und der Himmel ist blau. Also ist 13 eine Primzahl.”

Pramisse Konklusion

3. ,Die Kuh ist schwarz oder lila. Also ist die Kuh lila.*
N—_———

Pramisse Konklusion

4. ,Es gibt rosa Elefanten. Also liegt Oldenburg in Niedersachsen.“

Ve
Pramisse Konklusion

Die letzten beiden Argumente scheinen erst einmal merkwiirdig zu sein. Koénnen
solche Argumente unserer Vorstellung der Logik als Lehre des folgerichtigen Denkens
geniigen? Damit landen wir automatisch bei der Frage nach der Schlissigkeit von
Argumenten.
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2.2 Schlissigkeit

An dieser Stelle beschéftigen wir uns mit dem Wahrheitswert einer Aussage, ins-
besondere interessiert es uns, wann eine Aussage im mathematischen Sinne falsch
ist.

Definition 2.3

Eine Aussage heift genau dann (im mathematischen Sinne) falsch, wenn sie ,unter
keinen Umstdnden* wahr ist. Ansonsten nennen wir sie wahr.

Beispiele: Die Aussage...

e Friedrich ist ein verheirateter Junggeselle.”
.. ist unter keinen Umstdnden wahr, da die Definition von ,Junggeselle” aus-
schliefst, dass ein solcher verheiratet ist. Somit ist diese Aussage (im mathema-
tischen Sinne) falsch.

e _Man kann hundert mal hintereinander im Lotto gewinnen.*
... ist im mathematischen Sinne wahr. Dass das wirklich passiert ist zwar sehr
unwahrscheinlich, theoretisch aber denkbar.

Manchen Aussagen kommt eine besondere Rolle zu, den sogenannten Axiomen.

Definition 2.4 (Axiom)

Ein Axiom ist eine Aussage, die (auf Grund bestimmter Uberzeugungen oder auch
willkiirlicher Festlegungen) als wahr angesehen wird.

Fiir den Rest dieses Vortrags sollen folgende Axiome gelten:
(I) Wenn Annika im Wasser schwimmt, wird sie nass.
(IT) Es gibt keine rosa Elefanten.

Diese Axiome erlauben uns nun festzustellen, ob bestimmte Argumente wirklich
schliissig (also sinnvoll) sind.

Definition 2.5 (Schliissigkeit)

Ein Argument heifit genau dann schliissig, wenn es unmoglich ist, dass alle seine
Pramissen wahr sind und gleichzeitig die Konklusion falsch ist.

Zum besseren Verstédndnis schauen wir uns einmal alle moglichen Fille an und iiber-
priifen die Beispiele von gerade auf ihre Schliissigkeit.
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Alle Pramissen wahr | Konklusion wahr | Argument schliissig?
ja ja ja
ja nein nein
nein ja ja
nein nein ja

Beispiele:

1. ,Annika schwimmt im Wasser. Wenn Annika im Wasser schwimmt, wird sie
nass. Also wird Annika nass.“

Der zweite Satz ist nach Axiom (I) wahr. Ob der erste Satz auch wahr ist,
wissen wir nicht, aber iiberraschenderweise macht das nichts. Wir iiberpriifen
einfach beide Falle:

e Wenn Annika tatséchlich im Wasser schwimmt (also die Pramisse wahr
ist), dann wissen wir nach Axiom (I), dass dann auch die Konklusion wahr
ist.

e Angenommen, die Pramisse ,,Annika schwimmt im Wasser“ ist falsch. Der
Fall ,Alle Pramissen sind wahr, wahrend die Konklusion falsch ist*“ kann
also gar nicht mehr eintreten.

Es ist also egal, ob Annika wirklich im Wasser schwimmt oder nicht - , Pramis-
sen wahr und Konklusion falsch® tritt nicht ein, also ist das Argument schliissig.

2. ,13 ist eine Primzahl und der Himmel ist blau. Also ist 13 eine Primzahl.”

Hier ist die Konklusion schon in der Pramisse enthalten. Wir iiberzeugen uns
von der Schliissigkeit des Arguments, indem wir den Wahrheitswert der Kon-
klusion betrachten, wenn die Pramisse wahr ist: Ist 13 tatséchlich eine Primzahl
und ist der Himmel wirklich blau, dann wissen wir bereits, dass 13 eine Prim-
zahl ist. Wenn die Pramisse wahr ist, dann muss also zwangslaufig auch die
Konklusion wahr sein. Das Argument ist demnach schliissig. Allerdings brin-
gen solche Argumente keine neuen Erkenntnisse.

3. ,Die Kuh ist schwarz oder lila. Also ist die Kuh lila.“

Angenommen, die Kuh ist schwarz. Dann ist die Pramisse ,,Die Kuh ist schwarz
oder lila.“ wahr, die Konklusion ,,Die Kuh ist lila.“ jedoch falsch. Hier kann also
der Fall ,alle Pramissen wahr und Konklusion falsch® eintreten. Damit ist das
Argument nicht schliissig.

4. ,Es gibt rosa Elefanten. Also liegt Oldenburg in Niedersachsen.
Dieses Argument ist schliissig, auch wenn es zunéichst einmal {iberraschend
scheint. Aber schauen wir uns einmal die moglichen Wahrheitswerte der Pra-
misse ,,Es gibt rosa Elefanten. an: Nach Axiom (II) ist die Prémisse falsch.
Also kann der Fall , Prdmissen wahr und Konklusion falsch® nicht eintreten,
das Argument ist folglich schliissig.

Achtung: Wir haben damit nicht bewiesen, dass Oldenburg in Niedersachsen liegt!
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Das letzte Beispiel zeigt eine Eigenschaft von Schliissigkeit auf, die wir in folgendem
Satz festhalten wollen:

Satz 2.6

Jedes Argument, das mindestens eine falsche Pramisse hat, ist schliissig.

Durch dhnliche Uberlegungen ergibt sich auch folgender Satz:

Satz 2.7

Jedes Argument, dessen Konklusion wahr ist, ist schliissig.

2.3 Formalisierung

Was passiert eigentlich, wenn man im ersten Argument ,Annika“ durch ,Melanie*
ersetzt? Der Inhalt &ndert sich natiirlich, aber hat dies einen Einfluss auf die Schliis-
sigkeit? Offensichtlich nicht.

Und wenn man ,nass durch ,griin ersetzt (und das Axiom entsprechend &ndert)?
Offensichtlich &ndert dies auch nichts an der Schliissigkeit des Arguments.

Man spricht hier davon, dass die Argumente , Annika schwimmt im Wasser. Wenn
Annika im Wasser schwimmt, wird sie nass. Also wird Annika nass.“ und ,,Melanie
schwimmt im Wasser. Wenn Melanie im Wasser schwimmt, wird sie griin. Also wird
Melanie griin.” die selbe Form haben. Wir kénnten uns eine ganze Menge an Arbeit
sparen, wenn wir (anstatt wie grade jedes Argument einzeln auf Schliissigkeit zu
priifen) alle Argumente einer bestimmten Form ,in einem Rutsch® auf Schliissigkeit
iiberpriifen konnten. Um dies tun zu kénnen, fithren wir zunéchst eine Formalisierung
ein.

Definition 2.8 (Formalisierung)

Jede Aussage wird durch einen Grofsbuchstaben (A, B, ...) ersetzt. Ein Satz, der
mehrere Aussagen enthélt, wird durch mehrere Grofsbuchstaben ersetzt, die mittels
so genannter Junktoren verbunden werden:

Junktor Zeichen
nicht . .. -
ound. .. A\
...oder ... V
wenn...,dann. .. =
... genau dann,wenn . .. &

Um diese Formalisierung vornehmen zu konnen, ist es manchmal notwendig, Aus-
sagen aufzuteilen. Die Aussage ,Lovelace war eine schlaue Mathematikerin.“ kénnte
man zwar durch den Buchstaben A formalisieren, aber bei genauerem Hinschauen
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fallt auf, dass sich hier eigentlich zwei Aussagen ergeben: ,Lovelace war schlau und
Lovelace war Mathematikerin. Also trifft man das Ganze mit Sicherheit besser, wenn
man die Formalisierung A A B wihlt. Aussagen, die sich nicht weiter aufteilen lassen
nennen wir auch atomare Aussagen.

Beispiele: Im Folgenden formalisieren wir die bereits bekannten Aussagen:

1. (W) Annika schwimmt im Wasser. (N) Annika wird nass.
Man erhélt folgende Formalisierung;:
Formalisierung: W, W = N Also: N

2. (P) 13 ist eine Primzahl. (B) Der Himmel ist blau.
Formalisierung: P A B Also: P

3. (S) Die Kuh ist schwarz. (L) Die Kuh ist lila.
Formalisierung: SV L Also: L

4. (R) Es gibt rosa Elefanten. (O) Oldenburg liegt in Niedersachsen.
Formalisierung: R Also: O

2.4 Wahrheitswerttafeln

Wie koénnen wir nun von einem formalisierten Argument priifen, ob es schliissig ist?
Immerhin wissen wir bei einem Argument der Form ,,P A B Also: P“im Gegensatz
zur ausformulierten Variante nichts {iber die Wahrheitswerte der einzelnen Pramis-
sen und der Konklusion.

Die Losung ist ganz einfach: Wir priifen jede mogliche Wahrheitswertbelegung der
Pramissen und der Konklusion durch. Um zwischen all den Méglichkeiten nicht den
Uberblick zu verlieren, bietet sich die Verwendung von so genannten Wahrheits-
werttafeln (WWT) an. In den folgenden WWT wird w stets fiir wahr und f fiir
falsch stehen.

Eine relativ einfache WW'T kann zum Beispiel so aussehen:

Wahrheitswerttafel fiir ,,nicht* und ,nicht nicht*

Al -A| —A
w | f w

fllwl] f

Sie verrdt uns, wie sich der Wahrheitswert von —=A und von ——A verhilt, falls die
Aussage A wahr oder falsch ist.
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Interessant dabei ist vor allem, dass ,nicht nicht A* offenbar die gleichen Wahrheits-
werte hat wie ,,A“. Man spricht hier davon, dass die beiden Aussagen aquivalent
sind.

Definition 2.9 (Aquivalenz)

Zwei Aussagen sind genau dann d&quivalent, wenn sie die gleichen Wahrheitswerte
haben, also etwa: Aussage C ist wahr genau dann, wenn Aussage D wahr ist.

Ahnliche Tabellen wie fiir ,nicht“ lassen sich auch fiir Aussagen aufstellen, die mit
anderen Junktoren verkniipft sind.

Das geschieht nach folgendem Prinzip:

In die ersten Spalten schreiben wir alle Buchstaben (also Aussagen), die iiberhaupt
vorkommen (im Folgenden: A, B). In die folgenden Spalten kommen alle Verkniip-
fungen der Buchstaben, die wir betrachten wollen. (Falls man ganze Argumente be-
trachtet, werden erst die Verkniipfungen der Pramissen und dann die der Konklusion
aufgefiihrt.)

In die Spalten der einzelnen Aussagen kommen nun alle méglichen Wahrheitswert-
kombinationen dieser Aussagen (wie gesagt: die tatséchlichen Wahrheitswerte der
urspriinglichen Aussagen interessieren an dieser Stelle nicht). Dabei ist es unerlass-
lich alle Félle, die mdglicherweise auftreten konnen, zu betrachten.

Bei n unterschiedlichen Buchstaben ergeben sich also 2" verschiedene Kombinatio-
nen. Damit man nicht durcheinander kommt (und leichter mit anderen vergleichen
kann), sollte man beim Auflisten der Kombinationsméglichkeiten zweier Buchstaben
am besten die Reihenfolge der folgenden Beipiele einhalten:

Wahrheitswerttafel fiir ,,und“ und ,,oder*

A|B|ANB || AVEB

w

=g
| & || &
|| &
—| 8|8

Die Aussage A A B ist natiirlich nur dann wahr, wenn sowohl Aussage A als auch
Aussage B stimmen. Hier reicht es also, dass eine der beiden Aussagen nicht stimmt,
damit die Gesamtaussage falsch ist.

Anders verhilt es sich mit Aussagen der Form A V B. Hier geniigt es, dass eine der
beiden Aussagen wahr ist, damit die Gesamtaussage wahr wird. Die Aussage AV B
stimmt aber auch, wenn beide Teilaussagen wahr ist. (Man sagt, in der Mathematik
ist ,oder* einschliefend.)
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Fir die Mathematik besonders interessant ist die Wahrheitswerttabelle zweier Aus-
sagen, die mit dem Junktor ,wenn..., dann ...* verkniipft sind:

Wahrheitswerttafel fiir ,wenn, dann*

A|B| A= B

SHESH NS

LIRS
||| &

Leider ist diese auch die am schwersten einzusehende, denn warum sollte A = B wahr
sein, wenn A falsch ist? Auf den ersten Blick ist dies tatsdchlich nicht einleuchtend.
Es gibt mehrere Erklarungen fiir diese Festlegung. Eine davon wird an folgendem
Beispiel ersichtlich:

Beispiel: Sei (A) ,Du rdumst dein Zimmer nicht auf.“ und (B) ,Es gibt Arger.”
(A = B) bedeutet ,Wenn du dein Zimmer nicht aufraumst, dann gibt es Arger.”
Wenn man nun sein Zimmer aufraumt (also ~A gilt), aber etwas anderes Schlimmes
tut (z.B. eine Vase kaputt macht), so bekommt man trotzdem Arger (also B ist
wahr).

Eine andere Uberlegung iiberfithrt unsere Aussage in eine andere Aussage:

Diese Aussage von oben ist gleichbedeutend (d.h. &quivalent) zu ,Du rédumst dein
Zimmer auf, oder es gibt Arger.“, was mit =A V B zu formalisieren wére.

Fiir letztere Aussage aus dem Beispiel erhalten wir nach den obigen Uberlegungen

folgende WW'T:

A|BJ| -A| -AVB
w | w f w
w | [ f f
flw] w w
flrf w w

Wir haben hier nur die Wahrheitswerte von ,nicht und ,oder” benutzt, aber da die
beiden betrachteten Aussagen (sprachlich) dquivalent sind, haben sie auch die glei-
chen Wahrheitswerte. Auf diese Weise leuchtet obige Festlegung nun vielleicht schon
eher ein.

Nun fehlt uns noch die WWT fiir den Junktor ,genau dann, wenn“. Um das gan-
ze zu veranschaulichen, betrachen wir folgendes Beispiel: ,Silverster fillt auf einen
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Samstag genau dann, wenn Heiligabend auf einen Samstag fallt.“. Anhand dieses
Beispieles sollte recht schnell klar sein, warum die Wahrheitswertbelegung fiir die
»genau dann,wenn“ Verkniipfung wie folgt aussehen muss:

Wahrheitswerttafel fiir ,,genau dann,wenn*

A|Bl||A< B
w w w
w | f f
flw f
fr w

Wir kénnen aber noch auf andere Art und Weise zeigen, dass diese Wahrheitswert-
belegung stimmen muss. Dazu zerlegen wir die ,genau dann, wenn“-Verkniipfung in
Verkniipfungen, iber die wir bereits die Wahrheitswertbelegung kennen. Wir erhal-
ten: (A = B) A (B = A). Sprachlich bedeutet das fiir unser Beispiel: ,Wenn Sil-
vester auf einen Samstag fillt, dann fillt Heiligabend auf einen Samstag und wenn
Heiligabend auf einen Samstag fallt, dann fallt Silverster auf einen Samstag.“ Damit
kénnen wir folgende WW'T erstellen:

A|B|A=B | B=A| (A=B)A(B=A)
w | w w w w
w| f f w f
flw w f f
flf w w w

Durch das Herleiten der Wahrheitswertbelegung von (A = B) A (B = A) aus Be-
kanntem und dadurch, dass diese Aussage gerade der Aussage A < B entspricht, ist
gewihleistet, dass die WWTT fiir ,,genau dann, wenn‘ tatséchlich diese Wahrheitswert-
belegung haben muss. Dieses Zeichen entspricht auch gerade der obigen Definition
von Aquivalenz.

2.5 WWT und Schliissigkeit

Mit Hilfe von Wahrheitswerttafeln ist es nun kein Problem mehr, ein formalisiertes
Argument auf Schliissigkeit zu untersuchen. Bislang haben wir iiberpriift, ob der Fall
,Pramissen wahr und Konklusion falsch® eintreten kann. Und genau das machen wir
nun wieder - allerdings reicht uns nun ein Blick in einige Zeilen der WWT! Steht in
einer der Konklusions-Zeilen ein ,, f“; in der gleichen Zeile der Préamissen aber nur
,w, so ist das Argument nicht schliissig. In allen anderen Féllen ist es schliissig.
Schauen wir uns dieses Vorgehen wieder an einigen Beispielen an:
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Beispiele:

1. (W) Annika schwimmt im Wasser. (V) Annika wird nass.
W, W = N Also: N

10

Aussagen Pramissen Konklusion
w N |W | W=N N
w w || w w w
w | f | w f f
f w f w w
Ll s w f

Es reicht nun, die zweite und vierte Zeile der WW'T zu betrachten (da genau in
diesen Zeilen die Konklusion falsch ist). In beiden Zeilen ist aber auch mindes-
tens eine der Pramissen falsch - also ist das Argument schliissig. Das konnten
wir {ibrigens zeigen ohne Axiom I {iberhaupt zu verwenden.)

. (P) 13 ist eine Primzahl. (B) Der Himmel ist blau.

P A B Also: P
Aussagen || Pramissen || Konklusion
P B PAB P
w w w w
w | f f f
f | w f w
[ f f f

Auch hier sieht man sofort: Ist die Konklusion falsch, so ist auch schon die
Pramisse falsch. Das Argument und jedes Argument der gleichen Form ist also
schliissig.

. (9) Die Kuh ist schwarz. (L) Die Kuh ist lila.

SV L Also: L
Aussagen || Pramissen || Konklusion
S L SV L L
w w w w
w | f w f
f w w w
flr f f

In diesem Fall verrat uns die zweite Zeile der Tabelle, dass nicht nur unser
spezielles Argument nicht schliissig ist, sondern, dass alle Argumente dieser
Form die Definition nicht erfiillen.
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4. (R) Es gibt rosa Elefanten. (O) Oldenburg liegt in Niedersachsen.
R Also: O

Aussagen || Pramissen || Konklusion
R 0] R (@]
w w w w
w f w f
f w f w
flf S f

Obwohl wir oben festgestellt haben, dass unser Argument schliissig ist, erkennt
man nun anhand der Tabelle, dass Argumente dieser Form im Allgemeinen
nicht schliissig sind. Das Argument war nur auf Grund der uns bekannten
Wahrheitswertbelegung schliissig. (Wir wussten, dass R falsch ist.) Falls die
erste Aussage R auch den Wert wahr annehmen konnte, wére dies nicht mehr
der Fall.

Gegeniiber der sprachlogischen Uberlegung aus Abschnitt bietet die Uber-
priifung der Schliissigkeit durch WW'T zwei wichtige Vorteile:

e Es sorgt fiir (mehr) Ubersichtlichkeit.

e Man priift nicht nur die Schliissigkeit eines einzelnen Arguments, sondern
gleichzeitig auch die Schliissigkeit jedes Arguments, dass die gleiche Form
hat!
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