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Vorkurs Mathematik 2026 | Lésungen zum Thema
Was ist Mathematik?

Aufgabe 1: Papierfalten

Gegeben sei ein langlicher Papierstreifen der Breite 1 cm. Wie viele Faltkanten entstehen
auf diesem, wenn er 15 mal immer wieder mittig gefaltet wird? Begriinde deine Antwort
so exakt wie moglich.

Das heif$t, man halbiert den Streifen in seiner Linge durch den ersten Faltvorgang, hal-
biert diesen gefalteten Streifen dann erneut in der Linge durch den zweiten Faltvorgang
und so weiter.

Lésung: Die Lisung geht iber das Zwischenziel, die Anzahl an Papierschichten nach
einer bestimmten Anzahl von Faltungen zu bestimmen. Vor der ersten Faltung (also nach
der nullten Faltung) gibt es eine Schicht, nach der ersten Faltung zwei Schichten, nach
der dritten Faltung vier Schichten und so weiter. Wir erhalten die folgende Tabelle:

| 4|5
| 16 | 32

Faltungen ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3
Anzahl Papierschichten ‘ 1 ‘ 2 ‘ 4 ‘ 8
Mit etwas Uberlegen und scharfem Hinsehen stellen wir fest, dass sich bei jedem Falt-
vorgang die Anzahl an Papierschichten verdoppelt, da ja die jeweilige Anzahl an Schich-
ten zweimal tdbereinander gelegt wird. Bei einer Anzahl von 15 Faltungen ergdiben sich
damit 2'° Papierschichten — bei einer beliebigen Zahl von n Faltungen entsprechend
2" =2-.2-...-2 Papierschichten.
—_—
n mal

Nach Auseinanderfalten des Streifens wiirden die Papierschichten Rechtecken entspre-
chen, welche durch die Faltkanten voneinander abgegrenzt sind. Dabei hat jedes Rechteck
(ehemals Papierschicht) an seiner rechten Seite eine Faltkante — ausgenommen das ganz
rechte Rechteck. Demnach gibt es stets eine Fualtkante weniger, als es Papierschichten
gibt. In der obigen Tabelle bedeutet dies:

Faltungen 0(1123]| 4] 5
Anzahl Papierschichten | 1 418116 | 32
Anzahl Faltkanten 0113|715 31

Nach 15 Faltungen wiirden wir nach obiger Uberlegung 2'° Papierschichten und damit
215 — 1 Faltkanten erhalten.

(Fir die TutorInnen: Bei einer beliebigen Anzahl von n Faltungen ergiben sich 2™ — 1
Faltkanten.)
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Aufgabe 2: Pflasterungen

(a) Ist es moglich, ein Schachbrett (8 x 8) mit folgenden Steinen ohne Uberdeckung
auszulegen?

(b) Betrachte die folgenden beiden Spielfelder, wobei in dem rechten Spielfeld drei
Felder entfernt wurden (schattiert).

-

(i) Ist es moglich, das linke Spielfeld mit Steinen der Form [ [ ] vollstéindig und
ohne Uberdeckung zu pflastern?

(ii) Ist es moglich, das rechte Spielfeld mit Steinen der Form (T 1] vollstédndig
und ohne Uberdeckung zu pflastern?

Lésung:

(a) Nein, denn alle Steine haben eine Feldanzahl, die durch 3 teilbar ist. Wire es mag-
lich, dass Schachbrett (welches 64 Felder besitzt), mit diesen Steinen auszulegen, so
misste auch die Feldanzahl des Schachbrettes, also 64, durch 3 teilbar sein. Dies
ist aber nicht der Fall.

(b) Auch wenn wir fir die Beantwortung von (i) lediglich ein Beispiel angeben miis-
sen, machen wir eine allgemeine Uberlequng, mit der wir gleich beide Teilaufgaben
beantworten konnen. Wir betrachten eine Fdrbung der Pflasterung:

(i) Bei dem linken Spielfeld erkennen wir nun schnell, dass wir bei Hineinlegen
unseres Spielsteins jede Farbe genau einmal belegen — egal wie wir den Stein
platzieren. Wir konnen zum Beispiel folgende Pflasterung wéihlen:
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(ii) Bei dem rechten Spielfeld sehen wir mit der gleichen Idee, dass es nicht mag-
lich sein kann, das komplette Feld mit unseren Spielsteinen zu pflastern. Denn
auch hier bedeckt der Stein in jeder Lage jede Farbe genau einmal. Nach Hin-
einlegen eines jeden Steins werden also genau gleich viele Steine von jeder
Farbe bedeckt. Allerdings treten micht alle Farben auf dem Spielbrett gleich-
hiufig auf: Grin 10 mal, blau 9 mal und rot 8 mal. Deshalb kann das rechte
Feld mit unseren Steinen nicht gepflastert werden.

Aufgabe 3: Ich mag Ziige

Am Oldenburger Hauptbahnhof werden Ziige aus Wagons der Lange 1 und 2 zusammen-
gehangt.

(a) Wie viele Moglichkeiten gibt es einen Zug der Lénge 1, 2, 3, 4 und 5 aus Wagons
der Lénge 1 und 2 zusammenzuhéngen? Mache eine Tabelle und begriinde dein
Ergebnis.

(b) Giiterziige und Ziige im Fernverkehr sind lédnger als Regionalbahnen. Wie viele
Moglichkeiten gibt es, einen Zug mit einer groferen Linge n zusammenzuhingen
(also z.B. n = 20 oder n = 87)? Versuche dafiir eine allgemeine Formel aufzustellen
und diese zu begriinden. Du musst keine konkreten Werte ausrechnen.

Losung:
(a) Durch Ausprobieren erhalten wir

Zuglange ‘
Anzahl Moglichkeiten |

[2]3]4]5
[2]3]5]8

(b) Aus der Tabelle in (a) kénnen wir die Vermutung aufstellen, dass sich die Anzahl an
moglichen Zug-Zusammensetzungen bei einer gewissen Zuglinge n aus der Summe
der Anzahl an Moglichkeiten der beiden kleineren Zuglingen n—1 und n— 2 ergibt.
Um diese Vermutung im Aufgabenkontext zu begrinden, betrachten wir einen Zug
mit einer beliebigen Linge n. Wir kinnen alle mdaglichen Wagon-Anordnungen in
zwet Kategorien einteilen: In der ersten Kategorie sind alle Wagenrethungen, bei
der der letzte Wagon die Linge 1 hat, in der zweiten Kategorie sind alle Wagenrei-
hungen, bei der der letzte Wagon die Linge 2 besitzt. Jede mégliche Anordnung von
Wagons der Linge 1 und 2 zu einem Zug der Ldinge n sind dann in genau einer

112
112
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dieser beiden Kategorien.

Zwischenziel: Wie viele Wagons sind in jeder der Kategorien? Da der letzte Wa-
gon in jeder Kategorie immer die gleiche feste Lange besitzt, miissen wir uns nur
die Moglichkeiten der Wagons davor anschauen.

Kategorie 1 Da der letzte Wagon Linge 1 besitzt, besitzen alle vorigen Wagons
die Gesamtlinge n — 1. Wie viele mégliche Anordnungen gibt es also, um mit
einer Wagenreihung eine Gesamtldnge von n—1 zu erreichen? Genau so viele
Madéglichkeiten, wie einen Zug der Linge n — 1 zusammenzustellen.

Kategorie 2 Analog zur ersten Kategorie gibt es hier genau so viele Méglichkeiten,
wie einen Zug der Linge n — 2 zusammenzustellen.

Fiihren wir die Notation a, fir die Anzahl an Méglichkeiten bei einer Zuglinge
von n ein, so ergibt sich fir eine Zuglinge von n die folgende Anzahl an méglichen

Wagenrethungen:
ap = anp—1 + ap—2
~—~—~ S~~~
Moéglichkeiten in  Moglichkeiten in
Kategorie 1 Kategorie 2

Aufgabe 4: Nullen und Einsen

Es sei ein Kreis mit sechs Eintrdgen 1 und 0 wie in der folgenden Abbildung gegeben.

Ist es moglich, dass alle Eintriage an dem Kreis gleich groff werden, wenn immer zwei
benachbarte Eintrége gleichzeitig um 1 erhéht werden?

Lésung: Nein. Um dies einzusehen, konnen wir die Fintrige nach folgender Logik grup-
pieren (Gruppen gekennzeichnet durch die farbigen Dreiecke):

Zwischenziel: Wie verdindern sich die Eintrdage in den beiden Gruppen? Die Summe der
Eintrige der blauen Gruppe ist zu Beginn also 0, die der roten Gruppe ist 2. Werden
nun zwei benachbarte Fintrige um 1 erhoht, dann erhdéht sich ebenso die Summe der
Eintrige beider Gruppen jeweils um 1. Also ist die Summe der Eintrdge innerhalb der
beiden Gruppen niemals gleich grofs.
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Wenn es mdoglich wire, dass alle Fintrage im Kreis irgendwann gleich grofi wdren, so
missten auch die Summen der Eintrige in den beiden Gruppen gleich groff sein. Da
letzteres aber nicht mdglich ist (wie wir eben eingesehen haben), kinnen niemals alle
Eintrdge im Kreis gleich grof$ sein.

I Aufgabe 5: Seltsame StraBenfiihrung

Wir betrachten das Strafennetz auf einer ostfriesischen Insel. Je zwei Stadte auf dieser
Insel sind durch genau eine Einbahnstrafe miteinander verbunden. Begriinde, ob es auf
dieser Insel eine Stadt geben muss, welche man aus jeder anderen Stadt entweder direkt
oder iiber hochstens eine andere Stadt erreicht? Wir setzen dabei natiirlich voraus, dass
sich alle auf der Insel Lebenden an die Strafenverkehrsordnung halten.

Lésung: Auf unserer Insel gibt es eine Stadt, die man von einer maximalen Anzahl an
Stadten direkt erreichen kann (da es auf der Insel nur endlich viele Stidte gibt). Diese
Stadt nennen wir S. Angenommen es gibt eine Stadt, von der aus S weder direkt noch
indirekt (iber eine Zwischenstation) erreichbar ist. Diese Stadt nennen wir T. Da S von
T aus nicht erreichbar ist, aber eine Finbahnstrafie zwischen diesen beiden Stddten exis-
tiert, verlduft diese Einbahnstraffe von S nach T. Auflerdem muss es von allen Stdidten,
von denen aus S direkt erreichbar ist, Einbahnstrafien zu T geben. Denn andernfalls wdre
S indirekt von T aus erreichbar. Damit hdtte T mehr (direkt) eingehende Verbindun-
gen als S, da zu allen Stadten, die direkt Einbahnstraflen nach S besitzen (und damit
auch nach T), die Stadt S hinzukommt, von welcher ebenfalls eine direkte Einbahnstrafe
nach T fihrt. Dies kann aber nicht sein, da S die Stadt ist, welche die meisten (direkt)
eingehenden Verbindungen besitzt. Dies ist ein logischer Widerspruch, weshalb es nicht
stimmen kann, dass es diese Stadt T ¢ibt. Es muss daher eine solche Stadt wie in der
Aufgabenstellung geben.

Anmerkung fiir die TutorInnen: An dieser Stelle kann man gerne auf den Block ,, Beweis-
techniken I1I“ verweisen, da dort diese Argumentationslogik in Form des Widerspruchs-
beweises noch einmal ausfihrlich behandelt wird.

I Aufgabe 6: Arme:r Mathematiker:in

In Oldenburg gibt es eine ungerade Anzahl an Mathematiker:innen, welche am 7-Day
(der 14. Mérz, im Englischen ,,3/14“) gemeinsam eine grofte Party feiern. Mitten am
Abend sagt der DJ an, dass alle Mathematiker:innen genau dort stehen bleiben sollen,
wo sie sich gerade befinden, und jeder der Person, der sie gerade am néichsten stehen
(und nur dieser!) ein Bier ausgeben soll.

Begriinde, warum es eine:n arme:n Mathematiker:in geben muss, der oder die von nie-
mandem ein Bier ausgegeben bekommt, falls die Abstédnde zwischen je zwei Mathemati-
ker:innen alle verschieden sind.

Lésung: Da die Abstinde von je zwei Mathematiker:innen zueinander alle verschieden
sind, gibt es zwei Mathematiker:innen, welche den geringsten Abstand zueinander besit-
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zen. Nennen wir diese A und B. Da sich A und B demnach jeweils am ndchsten sind,
geben sie sich gegenseitig ein Bier aus. Nun unterscheiden wir zwei Fdlle:

Fall 1 FEine weitere Person auf der Party gibt A oder B ein Bier aus, da einer von diesen
thr am ndchsten steht. In diesem Fall erhdlt eine Person auf der Party schon einmal
zwet Biere und es werden nicht mehr gentigend Biere verteilt werden, damit jede
Person eines erhdlt — mindestens ein:e arme:r Mathematiker:in bleibt ohne Bier
1ibrig.

Fall 2 Keine andere Person auf der Party gibt A oder B ein Bier aus. In diesem Fall
betrachten wir A und B nicht weiter, sondern schauen uns den Rest der Party an
und wenden die gleiche Logik auf die beiden Mathematiker:innen mit dem ndchst-
kleinsten Abstand an.

Landen wir zu einem Zeitpunkt in Fall 1, so sind wir fertig. Falls wir immer wieder
in Fall 2 landen, so sind wir irgendwann an dem Punkt, wo nur noch drei Mathemati-
ker:innen ibrig sind (da immer zwei aus unserer Betrachtung wegfallen und eine ungerade
Anzahl auf der Party ist). Von diesen miissen dann aber wieder zwei den kleinsten Ab-
stand zueinander haben und sich infolgedessen gegenseitig ein Bier ausgeben (wir sind
nun automatisch in Fall 1). Der:Die Dritte im Bunde erhdlt also von niemandem ein
Bier und wir haben den:die arme:n Mathematiker:in gefunden.

Knobelaufgabe: Dreieck oder Viereck

Gegeben sei ein quadratisches Stiick Papier. Wenn wir dieses derart falten, dass die untere
rechte Ecke auf das Papier gelegt wird, so hangt die geometrische Form des umgefalteten
Teils des Blattes offenbar von der Position der Blattecke auf dem Papier ab, wie in
Abbildung [1| zu erkennen ist. In einer Position besitzt der umgefaltete Teil die Form
eines Dreiecks, in einer anderen die Form eines Vierecks.

o>
o[]

Abbildung 1: Zwei mogliche Faltweisen eines quadratischen Papierblattes. Wir erhalten
fiir den umgefalteten Teil links die Form eines Dreiecks und rechts die eines
Vierecks.

Wann besitzt der umgefaltete Teil des Papierblattes (ausgehend von der unteren rechten
Ecke) die Form eines Dreiecks, wann die eines Vierecks?
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Anschlussfrage: Sind noch andere Formen mdglich?

Losung: Siehe Problem 2 im Skript ,Was ist Mathematik® fiir einen ausfihrlichen Lo-
sungsweg.

ORKURS
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